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Aspectos Histdricos da Mateméatica Elementar

PREFACIO

Apresento o livro “Aspectos historicos da Matematica Elementar” organizado por
Adrielle Cristine Mendello Lopes e Pedro Franco de S&, que creio ajudara a produzir muita
satisfacdo, pessoal e profissional, em muitos professores de matematica, visto que, 0s
organizadores referidos, anteriormente, sdo bastante competentes e dedicados na busca de
transformar, para melhor, o trabalho docente de professores que atuam na educacao basica, em
escolas publicas e privadas. Esclareco que faco este prefacio na qualidade de aprendiz, ter o
privilégio de ler, em primeira mao, as modificagcdes que ocorreram na matematica elementar no
decorrer dos tempos e ter bem claro, nos cinco textos, que os professores precisam assenhorear-
se da histdria da matematica, para utiliza-la em conjunto com a pesquisa, com o fim de produzir
um ensino mais dindmico, atrativo e de excelente qualidade.

A obra se constitui de cinco textos, escritos a varias maos, que percorrem desde 0
periodo da antiguidade até chegar aos dias atuais, para abordar o movimento histdrico das
equacdes algébricas e seus métodos de resolucéo.

O primeiro texto, elaborado por meio da pesquisa bibliografica, trata do
desenvolvimento das equacOes algébricas, mediante varios métodos, com objetivo de resolver
tais equacOes em contextos diferentes, como: Egito, Mesopotamia (Babildnicos), China, india,
Grécia antiga até chegar a Europa, mais precisamente a Italia, nos séculos XVI a XIX, para
mostrar as influéncias do desenvolvimento da algebra em varios seguimentos. O ponto positivo
gue os autores tentam trazer nesse estudo é o uso de linguagem e simbolismos da realidade atual
da matematica.

O segundo texto utiliza a pesquisa bibliografica com o propoésito de abordar o percurso
histérico dos nimeros reais. Para tanto, os autores partem de estudos efetivados na Grécia, e
em séculos posteriores, sobre 0s numeros irracionais, com o objetivo de adentrar nos nimeros
reais. Avancam por questfes como as origens da expressao nimero real, bem como evidenciam
a aritmetizacdo da analise que se imp&e na primeira metade do século XIX para tentar definir
namero real, o que s6 foi conseguido na segunda metade desse século, definicdo esta que se
firma no século XX. Além disso, trazem as possibilidades didaticas, de por meio da histéria da
matematica ensinar 0s nimeros reais.

No terceiro texto, o estudo bibliografico tem o objetivo de resgatar a trajetoria historica

da teoria das matrizes, em que 0s autores encontram o0 Seu inicio, em termos de registro, na
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China até chegar a Europa Moderna, em que demonstram diversas contribuicbes de
matematicos para o desenvolvimento das Matrizes.

No quarto texto, resultado também de pesquisa bibliografica, os autores buscam mostrar
as operacOes aritméticas fundamentais, evidenciam o instrumento de calculo aritmético mais
usado pelos povos e civilizagbes, como o dbaco e tdbuas de multiplicacdo para realizar tais
operacOes, mesmo com todas as suas limitagdes. No percurso historico da matematica passam
por varios periodos, desde a pré-historia, para acompanhar o desenvolvimento, desde a sua nao
representacdo escrita até a formulacdo de procedimentos, métodos e técnicas algoritmicas que
aproveitamos, atualmente, dessas operagdes em termos de nomenclatura e simbolos numéricos.

O quinto texto, que versa sobre “Historia dos Sistemas de numeracdo”, resulta de
pesquisa bibliografica. Nele, existe a preocupacdo de ressaltar, por meio da histéria da
matematica, o conceito, como foi transformando-se o nimero, as estratégias, alternativas e
mecanismos criados, em diferentes épocas e civilizagdes, até criar o sistema de numeracdo que
adotamos no contexto atual.

Pelo que se observa nesta obra coletiva, faz-se presente um esforco latente dos autores
em chamar a atencdo dos professores de matematica no sentido de utilizar a histéria desta
quando se trabalha com a matematica elementar.

Ao leitor, convido-o a empenhar-se na reflexdo partilhada pelos autores nesta obra, que,
por certo, produzird outros sentidos e significados que a leitura do livro virtual provocara ao
apropriar-se de conhecimentos matematicos que poderdo instaurar outros exercicios

profissionais aos que tém na docéncia o seu campo de trabalho.

Albéne Lis Monteiro
Belém, abril de 2018
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RAIZES HISTORICAS DAS EQUACOES ALGEBRICAS

Lilia Cristina dos Santos Diniz Alves
Hugo Carlos Machado da Silva

Pedro Franco de Sa

Resumo:

Este trabalho apresenta resultados de pesquisa bibliografica que teve como objetivo realizar um
levantamento sobre o desenvolvimento histérico das equages algébricas. Para tanto, buscamos
embasamento tedrico principalmente nos escritos de Boyer (1996), Eves (2004) e Smith (1958).
A leitura e analise destas obras nos permitiu perceber que desde a antiguidade, com os povos
egipcios, babildnios, chineses, dentre outros, o pensamento algébrico sobre resolucbes de
equacdes ja era bem desenvolvido mesmo que ndo nos termos préaticos atuais. Passando por
alguns pensamentos de matematicos que tiveram grande contribuicdo no desenvolvimento do
assunto, como Bhaskara, Girolamo Cardano, e Nicollo Fontana, este trabalho descreve alguns
dos variados métodos que ja foram e sdo até hoje utilizados para a resolucdo de equacdes
algébricas.

Palavras-chave: Historia da matemaética, EquacGes algébricas, métodos de resolucdo de
equacoes.

INTRODUCAO

Resolver uma equacéo sempre foi um desafio desde os primordios dos conhecimentos
matematicos, na atualidade possuimos métodos praticos para resolucdes de muitas delas, porém
nem sempre foi assim (SMITH, 1958, p.437), vérias formas de resolver equacfes foram
desenvolvidas ao longo dos anos por diferentes povos e contextos.

Ao regressar alguns séculos na historia, percebemos que o desenvolvimento das
sociedades antigas, vistas como bercos da civilizagdo, desencadearam descobertas que levaram
ao desenvolvimento da ciéncia. Houve um momento em que conhecimentos sobre agricultura,
e construcdes de barragens, cultivo da terra, sistemas de irrigacdo principalmente no oriente
médio suscitaram um amadurecimento de algumas ideias matematicas contidas em calendarios
e tabelas ou tabuas que guardavam dados utilizados na previsdo de periodos das enchentes, pois
devido & escassez de chuvas, 0 momento para a captacdo de dgua proveniente delas devia ser
preciso.

E a partir dessas necessidades que os métodos de resolucdo de problemas utilizando
ideias matematicas se desenvolveram, e € a partir desse contexto que temos o intuito de

conhecer como se deu o desenvolvimento das equagdes algébricas.
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Neste texto, apresentamos os resultados de uma pesquisa bibliogréfica que teve como
objetivo realizar um levantamento sobre o desenvolvimento historico das equacdes algébricas,
assim nossos suportes tedricos estdo nas obras de historiadores da matematica, a exemplo de
Boyer (1996), Smith (1958) e Eves (2004).

Daremos énfase aos métodos de resolugdo para equacdes algébricas dos povos antigos
e atuais, percebendo os problemas que levaram até as nogdes de tais equacbes. Dessa forma,
emergem 0s contextos e situacfes que originam o uso de métodos para resolver equacoes.
Optamos por usar linguagem e simbolismos atuais da matematica para descrever 0s
procedimentos que eram desenvolvidos para a resolucdo de equacGes, pois encontramos
variadas formas de escrita, de simbologia e de sistemas de numeragdo. Assim, tivemos que
reescrever ou adaptar a maioria destas para a linguagem que conhecemos hoje, de forma a
facilitar o maior entendimento do leitor, visto que nosso intuito é o de expor como eram 0S
procedimentos para resolver equacgdes. Portanto, a linguagem exposta em nosso texto ndo é

necessariamente a literal utilizada na época em que nos referiremos.
O METODO DA FALSA POSICAO NO EGITO

No Egito, a forma mais comum de registro era feita por escritos principalmente em
papiros, Boyer (1996, p. 30) destaca que esses se configuram como a principal via de acesso
aos registros produzidos por esta sociedade antiga.

Através destes registros, ficou claro que os egipcios possuiam familiaridade em
matematica com grandes quantidades, conheciam e manipulavam bastante as fracdes, e com

essas tinham facilidade em trabalhar, principalmente com metades e tercos. Na realidade, as
~ el e - ~ 2
fracOes unitérias e seus complementos, os de forma # , em especial a fragdo 5 eram as que os

egipcios possuiam maior habilidade em lidar (BOYER; MERZBACH, 2012, p.31).

Além dessa habilidade admiravel com as operagdes aritméticas, 0s egipcios também
operavam com problemas que ndo necessariamente se referiam a objetos concretos como no
caso da divisdo de pdes comumente praticada no cotidiano dessa sociedade. Estes novos
problemas também ndo exigiam operacgdes entre numeros ja conhecidos, segundo Boyer (1996)
estes problemas merecem ser designados por algébricos, e requerem resolugdes equivalentes a

solugdes de equagoes.
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O método de resolucdo destes problemas normalmente usado pelos egipcios era o
método da falsa posi¢do, que se caracterizava por assumir um valor provavelmente falso para a
incdgnita, nagquele contexto, chamada de aha e a partir de aproximacg6es com resultado faziam-
se as operagOes necessarias, ou seja, a partir de um valor para aha determinar as operacdes a se
fazer até que se satisfizesse a igualdade posta.

Abaixo apresentamos um problema simples que elaboramos, em notagéo atual, somente
para 0 melhor entendimento do leitor sobre como eram as resolucdes utilizando o método da

falsa posicao.

Quadro 1 - descrigdo sintetizada do método da falsa posi¢édo

Representacao textual Representacao algébrica

< | Um nimero e o seu quadruplo somados
% resultam em 20. Qual é esse nUmero? x+4x =20
£

Atribuicdo de um valor para a incégnita, x+4x =20
§ provavelmente  falso, nesse  caso 2+4+42=20
g’ escolhemos o nimero 2 10 # 20
E Correcdo do valor atribuido a partir de 10 _ 20
E proporcdes e comparacdes. 2 x

x=4

Fonte: os proprios autores.

Um documento considerado um dos mais antigos, trata deste método é o chamado
Papiro de Rhind ou de Ahmes datado no ano de 1650 a.C. Esse documento contém 85
problemas copiados em escrita hieratica por um escriba chamado Ahmes.

Segundo Boyer (1996, p.9) o papiro foi comprado em 1854 a. C em uma cidade a beira
do rio Nilo pelo escocés Henry Rhind, por isso € também chamado de papiro de Rhind em
homenagem ao escocés. Dentre os 85 problemas contidos nesse papiro se encontram alguns
envolvendo equagdes advindas de situacOes praticas do cotidiano dos egipcios.

Boyer (1996, p.12) expde que “O prob.24, por exemplo, pede o valor de aha sabendo
que aha mais um sétimo de aha d& 19" e a resolucdo para este problema era efetuada da seguinte
maneira.

Numa escrita proxima a de que temos atualmente, teriamos para o problema a equacéo
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1
aha + ;aha =19

Quadro 2 - Resolugéo do problema 24 do papiro de Rhind

Representacédo textual

Representacdo algébrica

Problema

O valor de aha sabendo que aha mais um sétimo de
aha da 19

+1 =19
x 7x—

Procedimentos

Assumindo o valor 7 para a incdgnita, um valor
aleatério como dissemos, provavelmente falso,
teriamos

7+17—19
7=
819

Correcdo do valor atribuido a partir de proporcGes
e comparacdes, pois o resultado deu 8 e ndo 19
como gueriamos, é nesse momento que sdo feitas as
manipulacbes para se chegar ao valor que

queremos, 19. Como 8 (2 + % + %) = 19 deve-se,

entdo multiplicar 7 por 2+§+% para obter a
resposta correta.

19

8
7

x
x = 16,625

Fonte: Os proprios autores.

Noutro exemplo, o problema 25 do papiro pede uma determinada quantidade sabendo

que esta quantidade e sua metade somam 16. Em notacdes atuais teriamos

Quadro 3 - Resolugéo do problema 25 do papiro de Rhind

Representacédo textual Representacdo algébrica
‘U - -
g Uma determinada quantidade sabendo que esta 1
o | quantidade e sua metade somam 16 x+—x =16
E 2
. S 1

Assumindo um valor, falso para a incégnita, 2+ E2 =16
" digamos 2, temos 3416
8
c
£
5 | Corre¢do do valor atribuido a partir de proporgdes
§ e comparagdes, como 3 deve ser multiplicado por 3 16
T ? para obtermos 16, o valor correto da incégnita 27 %

deve ser o valor falso que assumimos inicialmente, x = 13—6.2

2, multiplicado por 13—6 isto €, 33—2 ‘= 32

— 3

Fonte: Os proprios autores.
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O método da falsa posicgéo é utilizado na maioria dos problemas deste tipo, porém Eves
(2004) afirma que no papiro de Rhind também h& o uso da fatoragcdo como forma de se chegar
a solucdo como € o caso da equagéo

irrixilios
X 3 X Z.X 7J¥-—

que é resolvida, segundo Eves (2004), fatorando o primeiro membro, assim teriamos
1+ 2 + ! + ! 37
X — — —-) =
( 3 2 7)

. . ey 2 1 1 . 1 1 1

E depois dividindo 37 por 1 + =+ =+ -, o resultado de x seria 16 + — + — + —.
3 2 7 56 679 776

Podemos perceber, por meio das resoluces contidas no papiro de Rhind, que os
egipcios dominavam bem a solucédo de problemas que continham equagdes lineares ou equactes
do 1° grau, mesmo que naquela época ndo houvesse esta nomenclatura e nem os métodos de
resolucdo que utilizamos hoje. Portanto podemos dizer que as equacdes ja se faziam presentes

no conhecimento dos povos antigos.
AS TABUAS DA MESOPOTAMIA

Os principais registros na Mesopotamia foram deixados por meio de escrita cuneiforme
em tébuas de argila, estas eram mais resistentes do que os papiros egipcios, por isso foi possivel
encontrar muito mais documentacdo da matematica da Mesopotamia do que a encontrada no
Egito (BOYER; MERZBACH, 2012, p.40).

Convencionou-se chamar as civilizagdes da Mesopotamia de babildnias, apesar de a
cidade da Babil6nia ndo ser o centro da cultura dos povos daquela regido. Portanto ao falarmos
sobre a matematica desenvolvida na Mesopotdmia a denominaremos de matematica dos
babil6nios. Esta, por sua vez, possui tragos caracteristicos e fundamentais no desenvolvimento
da escrita e do pensamento matematico, a numeracdo com valor posicional, por exemplo, se
configura como um dos maiores feitos que contribuiram para o progresso das sociedades, e é
usado até hoje, porém a base de nosso sistema de numeracao € a decimal e a dos babildnios era
a sexagesimal, base 60.

As formas de resolucdo de problemas que envolviam equacdes nesse periodo ja estavam

bem desenvolvidas, conforme afirma Eves (2004):

Perto do ano 2000 a.C. a aritmética babildnica j& havia evoluido para uma algebra
retérica bem desenvolvida. Ndo s6 se resolviam equacBes quadraticas, seja pelo

7
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método equivalente ao de substituicdo numa formula geral, seja pelo método de
completar quadrados, como também se discutiam algumas cubicas (grau trés) e
algumas biquadradas (grau quatro) (EVES, 2004, p.62)

Para o tratamento dos problemas que envolviam equacgdes lineares, geralmente advindas
dos problemas cotidianos, podemos visualizar isso em um dos problemas expostos por Boyer e

Merzbach (2012, p. 44) que trata sobre o peso de uma pedra, enuncia”” 0 peso x de uma pedra

1 P . , . ~
se (x + ;) + H(x + z) é uma mina. Ha também achados de problemas que envolvem equacdes

. . N -1 . ~ f
lineares simultaneas como " da largura + comprimento = 7 mdos e comprimento + largura =

10 mdos™". Se adaptassemos para a linguagem utilizada atualmente, assumindo o valor x para

largura e y para o comprimento, teriamos as equagoes:

! +y=7
AR
x+y=10

O método de resolugdo descrito por Boyer e Merzbach (2012, p. 44) é primeiramente
substituindo cada ‘'méo” por 5 “dedos” e entdo observando que uma largura de 20 dedos e um
comprimento de 30 dedos satisfazes simultaneamente as duas equacdes.

Esse exemplo mostra que a ideia de sistemas de equacdes lineares j4 permeava 0
pensamento matematico produzido pelos babilénios, que ainda possuiam um método
alternativo para resolucdo desse mesmo problema, esse consistia em exprimir todas as
dimensdes em termos de “"maos’’, assim a equacdo que representa 0 pensamento é y + 4x =
28 e x + y = 10. Ao subtrair a segunda da primeira obteremos o resultado 3x = 18, logo x =
6, e y = 4, como esses valores representam a quantidade de maos, entdo teriamos 30 (6x5)
dedos de comprimento e 20 (4x5) dedos de largura. (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 44)

Mais caracteristico desse periodo era o uso de tdbuas que continham dados que
usualmente se faziam necessarios na resolucao de alguns problemas. Boyer (1996, p.21) relata
que os escribas recorriam frequentemente as tabelas de multiplicacdo de reciprocos, de
quadrados e cubos e as de raizes quadrada e cubicas que estavam disponiveis em toda parte,
Eves (2004, p.62) ja expbe que além da tdbua de quadrados e cubos dos inteiros de 1 a 30,
também existia a da sequéncia de valores de n? + n3 correspondente a esse intervalo. Muitos
problemas que levavam a clbicas da forma x3 + x2 = b podiam ser resolvidos usando a tabua

de n3 + n?. Abaixo, mostramos na figura 1 um exemplo de como eram essas tabuas.
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Figura 1 - tdbua de numeros e sua representacdo nos dias atuais

119 9 1
3367 4825 (115221) 2
4601 6649 3
12709 18541 4

65 97

319 481
2291 3541

799 1249

481 (541) 769
4961 8161

45 75
1679 2929

161 (25921) 289
1771 3229

56 106 (53)

Fonte: adaptado de Eves (2004, p. 64 e 65)

Para Boyer e Merzbach (2012, p. 43) as tabelas possuiam muita utilidade para os
babilénios na resolucdo dos problemas. Esta civilizacdo tinha habilidade com a algebra, pois
desenvolviam operacdes flexiveis tais como: transportar termos em uma equacdo somando
iguais a iguais, e multiplicar ambos os membros por quantidades iguais para remover fragoes
ou eliminar fatores.

As equacOes quadraticas eram geradas a partir de alguns problemas tais como
determinar um lado de um quadrado se a area menos o lado da 870, o equivalente a resolver

x? — x = 870. A resolucéo deste problema, mostrado por Boyer(1996, p.23) é assim:

Figura 2 - Instruc6es da resolucédo babildnia da equacéo do 2° grau

Tome a metade de 1, que é %
- 1 1 ;1
Multiplique 5 por-oque da ”
Some isto a 870, o que d& 870 %
Isso € o quadrado de 29 %

Agora some % az29 % e o resultado é 30

30 é o lado do quadrado.
Fonte: adaptado de Boyer (1996)

A solucdo é equivalente exatamente a formula x = /(p/2)? + q + p/2. Outro exemplo

é a resolucéo da equagdo 11x2 + 7x = 375, que se multiplicada por 11 fica
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(11x)% + 7(11x) = 4125

Esse procedimento e feito para que a equacdo fique reduzida ao tipo padrdo

x2+px=gq

Essa é uma quadratica em forma normal para a incognita y = 11x e a solugéo para y é
achada pela formula /(p/2)? + q - p/2 e dela se calcula o valor de x desejado. Essa solugdo
¢ um grande exemplo de uso de transformacfes algébricas, o que revela a habilidade
matematica dos babilonios.

Outro tipo de problemas que envolviam equacGes do 2° grau e que frequentemente
apareciam nos textos babilénios eram os que se pedia para achar dois nUmeros dados seu
produto e, sua soma ou diferenca, isso é equivalente a um sistema simultaneox + y = pexy =
q, na qual a resolucdo envolve quadraticas (BOYER, 1996, p. 24).

Para a resolucdo de alguns tipos de equacgdes cubicas, novamente os babil6nios
recorriam as informacdes contidas nas tabelas, para as clbicas puras como x3 = 0; 7,30 eram
resolvidas por consulta direta nas tabelas de cubos e raizes cubicas onde a solugdo x = 0; 30
era encontrada. As cubicas da forma x3 + x? = a eram resolvidas de modo semelhante,
utilizando a tabela n3 + n? conforme ja mencionamos anteriormente. Para casos ainda mais
gerais como 144x3 + 12x2 = 21, os babilénios usavam uma substituicdo multiplicando ambos

os membros por 12 e usando y =12x, a equacdo fica y3 + y? = 252, da qual com uma simples
consulta a tabela, achavam y = 6 e consequentemente x = % . Assim, por meio dessas

habilidades de manipulacéo algébricas, os babil6nios resolviam cubicas de varias formas.

2

As da forma ax® + bx? = ¢ sdo redutiveis, ao multiplicar toda a equacédo por Z— se

2

chega a forma (5% + (5)? = cZ—z clibica do tipo padréo na incégnita =, com consulta a
tabela descobre-se o valor dessa incognita e assim descobre-se o valor de x.

Para Boyer (1996, p.25), a algebra babil6nia havia alcangcado um nivel de abstracéo e
de manipulagGes muito alto, as equacdes de forma ax* + bx? = c e ax? + bx* = ¢ eram
reconhecidas como sendo apenas equacdes quadraticas disfarcadas.

Os babildnios eram sem davida incansaveis construtores de tabuas, com elas eles se
consolidaram como calculistas extremamente habeis principalmente em algebra, e por meio
dessas habilidades conseguiam manipular varias equacgdes da forma em que queriam.

Outras sociedades que demonstraram um vasto conhecimento matematico, cabe

mencionar aqui a China e india.

10
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O METODO DE RESOLUCAO CHINES

Na China também foram desenvolvidas formas de resolucao de equacdes, Boyer (1996)
afirma que é dificil datar o periodo dos documentos que trazem os registros dessa civilizacéo,
porém é provavel que estejam entre o ano de 2000 e 1000 a. C.

Um importante escrito matematico chinés foi o Chi-Chang Suan-Shu ou Nove capitulos
sobre a arte da matematica. Neste documento ha 246 problemas sobre mensuracéo de terras,
agricultura, sociedades, engenharias, impostos, Calculos e solucdo de equacdes.

Os chineses, assim como 0s egipcios, possuiam o costume de reunir colecdes de
problemas especificos de determinado assunto, outra semelhanga é enquanto ao uso do método
da falsa posicdo para resolucdo de problemas. Contudo, Boyer (1996) afirma que apesar das
semelhancas a origem do pensamento matematico dos chineses ndo possui influéncia ocidental.

Segundo Boyer (1996), os chineses gostavam especialmente de diagramas ou tabelas de
nameros organizados em linhas e colunas para assim fazer os calculos. Em os Nove capitulos
sobre a arte da matematica um sistema de equacOes simultaneas é resolvido através de
operacdes dentro de um diagrama montado a partir do sistema

x+2y+3z=126
2x+3y+z=34
3x+2y+2z=39

Para representar os nimeros usados; em termos de matriz ou tabela, temos:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

O método de resolucdo de um livro-texto atual pode ser transformar em uma matriz
triangular, por meio de mdltiplas subtracGes de linhas ou colunas de cada uma. Isso é
aproximadamente o que 0 método fazia. Segue a explicacéo.

Primeiro notamos o que temos, assim multiplicamos a coluna do meio por 3, o primeiro
namero da Gltima coluna, depois disso subtraimos a coluna da direita (a menor) da do meio,

repetidamente. Os passos séo:

1 2 3 1 6 3
2 3 2 —multiplicacdo— 2 ) 2 -
3 1 1 3 3 1

26 34 39 26 102 39
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1 3 3 1 0 3
~ 2 7 2 ~ 2 5 2
a a
—12 subtracdo— 3 2 1 —22 subtracdo— 3 1 1
26 63 39 26 24 39
E assim sucessivamente até chegarmos ao resultado final. Ao efetuar as operacoes 0s
1 2 3 0 0 3
. . L .| 2 3 2 0 5 2 . -
chineses tinham intuito em reduzir 3 1 1 a 36 1 1 pois essa ultima,

26 34 39 99 24 39

conforme os procedimentos, representava as equacgdes 36z = 99,5y +z = 24e3x + 2y +
z = 39, das quais podem ser calculados os valores de z, y e x, através das devidas
substituicdes um a um.

Boyer (1996, p. 149) ainda descreve um método de resolucdo que envolve
transformacgGes chamado de Fan-fa, para resolver a equagdo x? + 252x — 5292 = 0, por
exemplo, primeiro se obtem x = 19 como aproximagao(uma raiz cai entre x = 19 e x = 20),

depois se usa o Fan-fa, nesse caso a transformacgdo y = x — 19, para obter a equacgdo y? +

143

(14290) dai o

290y — 143 = 0 (com raiz entre y = 0 e y = 1). A raiz dessa é dada por y =

143

valor correspondente de x € 19 :
(14290)

Para a equagdo cubica x3 — 574 = 0 usa y = x — 8 para obter y3 + 24y? + 192 —

8+62
1+24+194

Ainda Boyer (1996, p. 149), descreve mais um método, semelhante ao método de

62 = 0, para encontrar a raiz como sendo x = oux = 8%.

Horner, usado para achar raiz quadrada, por exemplo de 71824, primeiramente se tem 200 como
primeira aproximacdo de uma raiz de x? — 71824=0 e diminuindo as raizes dessa equacdo de
200, se tem y? + 400y — 31824 = 0. Para essa equacéo, 60 é a aproximacdo e entdo subtrai
60 das raizes chegando a terceira equagéo z2 + 520z — 4224 = 0, de qu 8 ¢é raiz, logo o valor

de x é 268. O mesmo era feito para resolver cibicas e quarticas.
A INDIA E O METODO INVERSO

Na india, as resoluc@es eram feitas além do método da falsa posicdo também por um
método denominado de Inversdo, este era 0 mais utilizado pelos indianos, conforme afirma
Eves (2004, p.255) que exemplifica o uso do metodo atraves do problema proposto num livro
de Bhéskara, que dizia o seguinte:
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Linda donzela de olhos resplandecentes, uma vez que entendeis o0 método de
inversdo correto, dizei-me qual € o nimero que multiplicado por 3, depois
acrescido de 3/4 do produto, depois dividido por 7, diminuido de 1/3 d6
quociente, multiplicado por si mesmo, diminuido de 52, pela extragdo da raiz
quadrada, adicdo de 8 e divisdo por 10 resulta no nimero 2? (EVES, 2004,
p.255).

Pelo método da inversdo, comecamos a resolucdo pelo 2 e operamos para tras, usando

as operagdes inversas das descritas no problema até chegarmos a incognita, assim temos.

3
210=20—-20-8= 12— 122 = 144 > 144 + 52 = 196 - V196 = 14—)14.§=

4
=21-5217= 147—)1477:81—)81:3 = 28

Este método se assemelha ao que utilizamos hoje, por exemplo se tivéssemos que

resolver este problema, em notacéo atual teriamos:

j [(2/3><77/4)(3x>]2 -

10 =2

e para a resolucdo, multiplicariamos ambos os lados por 10, depois subtrairiamos 8 de cada

membro, depois elevariamos cada membro ao quadrado e assim sucessivamente.

A HISTORIA DAS EQUACOES NA GRECIA

Para Boyer (1996, p.130), a matematica ndo era toda de alto nivel, pois ao periodo
glorioso do terceiro século a.C, seguiu-se um declinio, talvez cessado por algum tempo, até
certo ponto nos dias de Ptolomeu, mas realmente eliminado até o seculo da “idade da prata”, de
250 a 350 d.C aproximadamente. No comeco desse periodo, também chamado de segunda idade
Alexandrina, encontramos 0 mais ilustre algebrista grego, Diofante de Alexandria e pelo fim
desse periodo apareceu o Ultimo gebmetra grego notavel, Papus de Alexandria.

Segundo Boyer (1996, p. 130), Diofante é constantemente chamado o pai da algebra,
mas veremos que tal denominacgéo ndo deve ser tomada na sua totalidade. Sua obra néo é de
modo algum o material que forma o fundamento principal da algebra elementar moderna, nem

se torna semelhante a algebra geométrica de Euclides. A mais notavel obra de Diofante que
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conhecemos é a Arithmetica, tratado que era originalmente em treze livros. Deve-se recordar
no entanto que a algebra significava teoria dos nimeros e ndo computacao.

De acordo com Boyer (1996, P.133), a Arithmetica ndo € uma explanacédo sistematica
sobre operacOes algébricas, funcdes algébricas ou a resolucédo de equacdes algébricas. Em vez
disso € um conjunto de 150 problemas, todos expostos em forma de exemplos numéricos
especificos, ndo ha construcdo postulacional, nem se faz um estimulo para achar todas as
solucgdes possiveis. No caso de equacOes quadraticas, com duas raizes positivas, somente a

maior era dada e entdo as raizes negativas ndo sao consideradas.

Problema exposto na Arithmetica
“ Ao achar dois numeros tais que sua soma seja 20 e a soma dos quadrados 208, ao
invés de se escrever as incognitas x e y, Diofante as escrevia como 10+x e 10-x.
Logo teriamos:
(10+x)+(10-x)=20 e (10+x)?+(10-x)?>=208
Os numeros eram encontrados através resolucdo da equacdo do 2° grau gerada a partir
da soma dos quadrados, porém Boyer (1996, p. ndo deixa explicito como seria 0
desenvolvimento naquela época, para melhor entendimento desenvolvemos, em notacéo atual,
a equacao a seguir:
(10+x)2+(10-x)?=208
(100+10x+10x+x?)+ (100-10x-10x+x2)=208
2x2+200=208
2x°=8
X?=8/2
X2=4
X=2
Entdo quando substitui-se o valor de x na seguinte expresséo:
(10+x)%+(10-x)?=208.

Portanto os niumeros procurados sdo: (10-2) e (10+2), ou seja, 8 e 12 respectivamente.
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O DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES NA EUROPA

A Ars Magna de Cardano

Para Eves (2004, p. 302) provavelmente o feito matematico mais extraordinario do
século XVI foi a descoberta, por matematicos italianos, da solucdo algébrica das equacdes
cUbica e quértica, ainda segundo este autor, por volta de 1515, Scipione del Ferro (1465-1526),
professor de matematica da universidade de Bolonha, resolveu algebricamente a equacéo cubica
x3+ mx = n , baseando seu trabalho provavelmente em fontes arabes, este ndo publicou o
resultado mas revelou o segredo a seu discipulo Antdnio Fior. Por volta de 1535, Nicolo
Fontana de Brescia, mais conhecido como Tartaglia (o tartamudo), devido a lesGes fisicas
sofridas quando crianca que afetaram sua fala anunciou ter descoberto uma solucdo para a

equagao cubica x>+ px?=n.

Figura 3 - Nicolo Tartaglia

Fonte: Eves (2004, p. 307)
De acordo com Boyer e Merzbach (2012, p.200), em 1545, ndo somente a resolucdo da equacao
clbica, mas também da quartica um pouco depois e tornaram-se conhecidas por meio da
publicacdo da Ars magna de Gerdnimo Cardano que segundo Eves (2004,p.303) continha a
resolucdo seguinte para a cubica:
X3+mx=n
(a-b)*+3ab(a-b)=a3-b®
Se escolhermos a e b, entdo temos:
3ab=m e a3-b%=n
Logo x é dado por a-b. Resolvendo para a e ¢ o sistema formado pelas duas ultimas

equagOes obtemos:
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S OENCERCE
=~ () + &2+

E assim fica determinado Xx.

@ -2 - @

Para Boyer (1996, p.209), Cardano fazia uso de pouca sincopagéao. Por exemplo, quando
escrevia, “Seja 0 cubo e seis vezes o lado igual a 20°* ((x3+px=q), a mesma evidencia a forma
como Cardano escrevia as outras, ou seja, a maioria eram bem similares uma a outra. A solucéo
desta equacdo é bem extensa cobre um par de paginas de retérica que hoje representariamos em
simbolos.

Figura 4 - Girolamo Cardano

Girolamo Cardano
(Colecao da Biblioteca Publica de Nova York)

Fonte: Eves (2004, p. 306)

Eves (2004, p. 307), considera que Cardano era um dos homens mais talentosos e
versateis de seu tempo e que deixou uma obra vasta que dentre estes livros se destaca a Ars
Magna, o primeiro grande tratado em latim dedicado exclusivamente a algebra.

Segundo Boyer e Merzbach (2012, p.200) esta descoberta seria um feito tdo
revolucionario que muitas pessoas consideravam como o marco do inicio do periodo da

matematica moderna, em 1.545 este feito tornou ultrapassada a algebra utilizada até entdo e
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conhecida como a arithmetica integra de Stifel que constituia um tratamento completo da

algebra até 1.544.

A solucédo de Ferrari para a equacdo quartica

Boyer e Merzbach (2012, p. 202), descrevem alguns passos descritos por Cardano para

a resolucdo das equacdes quarticas do tipo: X*+6X2+36=60X.

Quadro 4 - Resolucéo da equacado quartica pela forma descrita na Ars Magna.

PROCEDIMENTOS

FORMA ALGEBRICA

Observe a equacdo quartica

X*+6X%+36=60X.

Primeiro, some a ambos os membros da
equacao quadrados e nimeros suficientes de

X4+6X2+36=6x2+60X

termos envolvendo uma nova incégnita y, de
modo que o primeiro membro permanega um
quadrado perfeito, como (x?+6+y)>?

modo que o primeiro nimero se torne um Ou (x?+6)?
guadrado perfeito. Dessa forma, neste caso,

somamos 6x2 em ambos os lados

Agora some a ambos 0s membros da equagéo (X2+6+y) 2

XA4+12X242x2y+12y+y?+36
(X2+6+Yy)?= 6X*+60X+y?+12y+2yx>
(X*+6+y)*= (2y+6)x*+60x+(y*+12y)

O passo seguinte, e mais importante, consiste
em escolher y de modo que o trinémio do
primeiro membro fique um quadrado
perfeito. Podemos fazer isto da seguinte
maneira: igualando a zero o discriminante,
uma regra antiga e bem conhecida.

(2y+6)x2+60x+(y*+12y)
a=(2y+6)
b=60
c=(y*+12y)

Usando: b?-4ac=0 temos
602 -4(2y+6) (y2+12y) =0
-4(2y+6)(y*+12y)=0
3.600-4(2y3+24y? +6y2+72y)=0
3.600-8y3+9y?2 +24y+288=0
-8y3-120y? -288y=-3.600. (-1)
8y3+120y? +288y=3.600 +(8)
y3+15y2 +36y=450

O resultado do passo 03 é uma cubica em:
y: y3+15y*+36y=450, conhecida atualmente
como “cubica resolvente” da equagdo
quartica dada. A equacdo para y € entdo
resolvida para as regras citadas
anteriormente para a resolucdo de equacdes
cubicas.

y3+15y?+36y=450 cubica resolvente da equagéo
quartica.

Y=

32871+ 804491+32871 804491 5
2 ' 4 2 ' 4

Substitua um valor de y, do passo 04, na
equacéo para X, do passo 02, e tome a raiz
guadrada de ambos 0s membros.

Y: y3+15y*+36y=450 e (x?+6+y) 2

O resultado do passo 05 é uma equacgdo
quadrética, que agora deve ser resolvida com
0 intuito de encontrar o valor de x.

aX?+bX+c=0

Fonte: Adaptada de Boyer e Merzbach (2012, p.202)
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Para Eves (2004, p. 305), o método de Ferrari de resolucdo de quérticas, demonstrado

em notagdo moderna, pode ser representado da seguinte maneira:
XH+pX2+qX+r=0
Onde obtemos,
xH2px2+p?=px2-gx-r+p? ou (x>+p)? =px2-gqx+p>-r
E entdo, para um y arbitrério temos,
(X*+p+y)? =px>-gx+p-r+2y(x*+p)+y?
(p+2y)x? -gx+(p>r+2py+y?

Desse modo escolhamos um y para que o segundo membro da equagéo acima seja um

quadrado.
A(p+2y)? (p*-r+2py-r+y?)-q*=0

Porém, essa € uma equagao que cubica pode ser resolvida pelo método precedente.

Segundo Eves (2004, p. 305), uma vez que a resolugdo de uma equacao quértica se reduz
a uma equacdo cubica associada a ela, Euler por volta de 1.750, tentou igualmente reduzir a
resolucdo de uma equacéo quintica geral a de uma associada mas, Euler falhou, assim como
falharia Lagrange uns 30 anos depois. O médico italiano Paolo Rufini, porém tomou outro
caminho em tentativas por volta dos anos de 1.803, 1.805 e 1.813 intentou provar embora que
de maneira ndo muito suficiente a seguinte ideia: as raizes das equacdes gerais de grau cinco,
ou superior a cinco, ndo podem ser expressas por meio de radicais em termos dos coeficientes

respectivos como se defende até os dias atuais.

As influéncias da Ars magma

Para Boyer e Merzbach (2012, p.203), a mais importante consequéncia das descobertas
publicadas de Ars magna foi o enorme impulso que consequentemente proporcionou o estudo
de algebra em varios seguimentos, pois até entdo, era comum que o estudo fosse generalizado
e que, em particular, o objetivo era encontrar a resolucdo da equacdo quintica, onde 0s
matematicos encontraram um problema algébrico insollivel que podia ser comparado aos
problemas geométricos classicos da antiguidade. O resultado de todo esse avanco resultou em
muita matematica proveitosa, mas apenas uma conclusao negativa.

Segundo este autor, um outro resultado significativo da resolugcdo da cubica foi a
primeira observacéo consideravel de uma nova espécie de nimero, 0s nimeros irracionais, que
jatinham sido aceitos na época de Cardano, mesmo ndo tendo base firme, pois eram facilmente

aproximaveis por nimeros racionais. Os numeros negativos também causaram um pouco de
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dificuldade, pois sdo facilmente aproximéaveis aos nimeros positivos. Cardano os utilizou, mas
denominando-os de “ numeri ficti”, de modo que se um algebrista precisasse negar a existéncia
de um numero irracional ou negativo dizia simplesmente como 0s gregos antigos, que as
equagdes x>=2 e x+2=0, ndo eram resoltveis. Da mesma forma, os algebristas podiam evitar os

imaginarios, simplesmente dizendo que uma equagio como x?+1=0, n4o ¢ resoltvel.

CONSIDERACOES FINAIS

O levantamento sobre o desenvolvimento historico das equagdes algébricas discutido
neste artigo, apresentou alguns métodos de resolucdo das equacdes utilizados por alguns povos,
nos quais podemos observar que os mesmos tiveram uma evolugdo consideravel no que se
refere a praticidade dos métodos utilizados atualmente e este evento s6 se tornara possivel
através da contribuicdo dos grandes matematicos ao longo dos anos, que de acordo a época em
que viveram tiveram feitos notaveis em favor do desenvolvimento da matematica.

As leituras utilizadas nos proporcionaram o conhecimento de como eram registrados
esses métodos de resolucdo das equacdes e revelam o contexto o qual estavam inseridos 0s
problemas matematicos que os originaram, ora do cotidiano ou puramente algébricos.

Pudemos perceber que algumas semelhangas entre os métodos utilizados pelos povos e
0s que utilizamos atualmente. O método da falsa posicao, consistia em encontrar as solucdes
através de aproximacdes, 0 que comumente ainda é perceptivel em situacdes de sala de aula,
onde o aluno ao tentar, por exemplo, encontrar a raiz quadrada de um dado nimero usa
aproximacdes com o resultado até chegar a resposta correta. No método inverso utilizado pelos
indianos, percebemos novamente semelhancgas, as operacfes ordenadamente realizadas neste
método sdo analogas as produzidas quando resolvemos uma equacao pelo método atual.

Dessa forma, tiveram destaque na contribuicdo para a evolucdo do conceito e dos
métodos de solucdo de equacdes, alguns povos, dentre eles estdo os egipcios, babilénios,
chineses, europeus e gregos, bem como alguns personagens que tiveram feitos notaveis histéria

das equacoes.
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OS NUMEROS REAIS: UMA TRAJETORIA HISTORICA

Adrielle Cristine Mendello Lopes
Ana Mara Coelho da Silva
Pedro Franco de Sa

Resumo: Este artigo traz os resultados de uma pesquisa bibliografica que teve por objetivo apresentar
uma trajetoria histérica dos numeros reais. Foram consultados livros de matematica e historia da
matematica bem como artigos cientificos. O trabalho foi dividido nas seguintes se¢6es: a descoberta dos
numeros irracionais na Grécia, a origem da expressdo “numero real”, 0s infinitesimais, a aritmetizacao
da anélise, as teorias dos nimeros reais e possiblidades didaticas para o ensino de nimeros reais com
enfogue na histéria da matematica. Os resultados indicaram que a histéria dos nimeros reais iniciou na
Grécia a partir da descoberta de segmentos incomensuraveis pela escola de Pitagoras, que trouxe a tona
0s numeros irracionais. Por um longo tempo, o trabalho com os nimeros irracionais foi evitado e
somente 2500 anos depois foi possivel estabelecer a constru¢do axiomatica dos ndmeros reais. O
surgimento da expressao “ntimero real” assim como “ntimero imaginario” se deu com René Descartes
em 1637, quando este rejeitou as raizes de equacBes expressas por numeros imaginarios. Com o
desenvolvimento dos infinitesimais no fim do século XVII, inconsisténcias nos fundamentos da
matematica foram constatadas, mas estas foram contornadas pela grande aplicabilidade dos métodos
infinitesimais, fato muito explorado nos estudos matematicos no século XVI1I1. Somente no século XIX,
0s estudiosos perceberam a necessidade de rigorizar a Analise, 0 que originou 0 movimento histérico
conhecido como aritmetizacdo da andlise. Neste cenério, 0s matematicos estavam cientes que de o
progresso dependia de uma extensdo do conceito de nimero. A propria ideia de funcdo teve que ser
esclarecida e nogdes como as de limite, continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade tiveram de ser
cuidadosa e claramente definidas. Ao final do século XIX, surgiram constru¢fes axiomaticas para 0s
nimeros que até entdo ndo estavam claramente fundamentados. As teorias dos nimeros reais foram
construidas pelo francés Charles Méray e pelos alemédes Karl Weierstrass, Richard Dedekind e George
Cantor. Como possiblidades didaticas, foram encontrados estudos que utilizaram a histéria da
matematica para o ensino dos nimeros reais, porém ainda ha caréncias em relagdo ao tema.

Palavras-chave: Histéria da Matematica. NUmeros irracionais. NUmeros reais.

INTRODUCAO

A oposicdo de René Descartes (1596-1650) a utilizacdo dos numeros complexos a partir
dos trabalhos com raizes de equac@es realizados por Girolamo Cardano (1501-1576) e Rafael
Bombelli (1526-1572) foi o impulso para que ele cunhasse a expresséo “numero real”. De
acordo com Kline (1972), René Descartes rejeitou as raizes complexas e usou o termo
“imaginario” para designé-las. Em 1637, Descartes escreveu em La Geéométrie: “tanto as
verdadeiras raizes quanto as falsas ndo sdo sempre reais, mas as vezes apenas imaginarias.”

Descartes fez uma distingcdo clara, mais do que seus antecessores, entre as raizes reais e
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imaginarias de uma equacgdo. Apesar de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ter percebido a
inadequacao do termo “imaginario”, esta tomou raizes profundas, porém, para a palavra “real”
ndo foi “nem sequer proposta uma mudanga para um térmo mais adequado.” (DANTZIG, 1970,
p. 202).

A evolugdo historica dos numeros reais se deu desde a “descoberta” dos segmentos
incomensuraveis no século V a. C. pelos gregos até a sua construcdo axiomatica no século XI1X.
Percebemos que foram necessarios quase 2500 para que 0S numeros reais pudessem ser
construidos. Cabe ressaltar que neste intervalo temporal, outros fatores foram extremamente
importantes para o desenvolvimento historico dos nimeros reais.

A concepgdo do universo pregada pela escola de Pitdgoras (580-500 a.C.) era aritmética:

“Tudo é numero”. A descoberta da incomensurabilidade pelos gregos trouxe a tona dos nimeros
irracionais e marcou o declinio do pitagorismo como sistema de filosofia natural e a
concordancia perfeita entre as coisas aritméticas e as coisas geometricas mostrou ser um
embuste: como o nimero podia dominar o universo, quando ndo podia dar conta nem do aspecto
mais imediato do universo, a Geometria? (DANTZIG, 1970, p. 98)
O desenvolvimento do Célculo no final do século XVII por Gottfried Leibniz (1646-1716) e
Isaac Newton (1642-1727) foi um passo notavel para a matematica, porém surgiram criticas em
relagdo aos seus fundamentos ao ter em vista imprecisdes nas explicagdes de Leibniz e Newton.
No entanto, as criticas aos métodos infinitesimais foram praticamente suprimidas em
decorréncia da grande aplicabilidade do Célculo, principalmente a Mecanica, o que foi muito
explorado nos estudos do seculo XVIII.

Em 1797, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) assumiu que uma funcdo continua pode
sempre ser expressa como uma série de Taylor. No inicio do século XIX, estudiosos comegaram
a questionar a validade do principio de Lagrange ao ter em vista absurdos em contradi¢cdes no
uso das seéries infinitas. Estes questionamentos impulsionaram a aritmetizacdo da analise, um
movimento que buscou fundamentar o conceito de nimero. Na segunda metade do século XIX,
emergiram as teorias de nUmeros reais, cujas as contribui¢des cruciais foram dadas por Charles
Méray (1835-1911), Karl Weierstrass (1815-1897), Georg Cantor (1845-1918) e Richard
Dedekind (1831-1916).

Desta forma, este trabalho traz os resultados de uma pesquisa bibliografica que teve por
objetivo apresentar uma trajetoria histérica dos nameros reais. O estudo foi organizado nas

seguintes secOes: a descoberta dos nimeros irracionais na Grécia, a origem da expressao
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“ntimero real”, 0s infinitesimais, a aritmetizacdo da analise e as teorias dos nimeros reais e

possibilidades didaticas para o ensino de nimeros reais com enfoque na historia da matematica.

UMA DESCOBERTA NA GRECIA: OS NUMEROS IRRACIONAIS

A histérica da matematica geralmente traga os caminhos de volta a Grécia, considerada
o0 berco da ciéncia. De fato, 0s gregos tém um papel muito relevante quando falamos de nimeros
reais, pois a historia destes nUmeros comeca na escola de Pitagoras (580-500 a.C.), cuja base
filosofica era numérica. Mas 0s “nameros” considerados pelos gregos ndo eram 0S mesmos
“ntimeros” que conhecemos hoje, e sim “o ndmero natural, inteiro, aquéle reinado supremo”
(DANTZIG, 1970, p. 96)

De acordo com Boyer (1974), Pitagoras e seus discipulos defendiam que a esséncia de
tudo, seja na geometria como nas questdes préaticas e tedricas da vida do homem, podia ser
explicada em termos de arithmos, isto &, nas propriedades de nimeros inteiros e suas razoes.
Isto levava a uma exaltacdo e ao estudo das propriedades dos numeros junto com a geometria,
a musica e a astronomia, que constituiam as artes liberais basicas do programa de estudos
pitagorico, conhecido como quadrivium.

Foram muitos os feitos pitdgoricos, porém Eves (2011) explica que como 0s
ensinamentos da escola eram inteiramente orais e as descobertas eram sempre atribuidas ao
reverenciado fundador, é dificil saber exatamente que descobertas matematicas se devem ao
préprio Pitagoras e quais se devem aos seus seguidores. Muito do que se atribui a Pitagoras é
baseado em relatos produzidos depois de seu tempo.

Uma das grandes descobertas da escola foi o teorema basico da geometria classica: em
qualquer triangulo reto, a soma dos quadrados construidos nos catetos € igual ao quadrado
construido na hipotenusa. Dantzig (1970) esclarece que o teorema de Pitagoras provavelmente
foi um método empirico, mas ndo podemos duvidar que os pitagéricos o consideraram de
grande importancia pois percebiam a unido inerente entre geometria e aritmética, e isto
fortaleceu a filosofia grega de que “O numero regula o universo” (DANTZIG, 1970, p. 97)

Mas a descoberta grega que abalou a fé pitagorica de que “Tudo é nimero”, € iniciou a
primeira “crise” da matematica, foi a incomensurabilidade. Os pitagoricos se depararam com
0S numeros irracionais e perceberam que os numeros que eles conheciam néo eram suficientes
para explicar a natureza. Boyer (1974) ressalta que a primeira percepgdo de grandezas

incomensuraveis é tao incerta quando a época de sua descoberta, mas sugere algum momento
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antes de 410 a. C. A descoberta da incomensurabilidade foi para 0s gregos um “escandalo
l6gico”, o qual tentaram manter em sigilo:
Alogon, o inexprimivel, era como se chamavam tais irracionais, e os membros da
ordem juravam ndo divulgar sua existéncia a estranhos. Tendo descoberto uma

imperfeicdo inexplicivel na obra do Arquiteto, era necessario manté-la em segredo,
sendo Sua raiva, por ter sido exposto, cairia sdbre 0 homem. (DANTZIG, 1970, p. 97)

Segundo Kline (1972a), além de Alogon (ou Alogos), também era utilizado o termo
Arratos, que significa “sem razao”, dai o termo atual numeros irracionais. De acordo com uma
lenda em Eves (2011), foi Hipaso de Metapontum (séc. V a. C.) quem revelou o segredo das
grandezas incomensuraveis a estranhos, e por isso foi expulso da comunidade pitagorica, sendo-
Ihe ainda erigido um timulo, como se estivesse morto.

Encontramos dois relatos distintos sobre o caminho que levou os gregos as grandezas
incomensuraveis, mais especificamente, ao primeiro irracional conhecido: o nimero V2. O
primeiro caminho é o geométrico, em Dantzig (1970) mostra que, ao aplicaram o teorema de
Pitagoras, os pitagéricos perceberam que “a diagonal do quadrado ndo tem medida comum ao
seu lado” (DANTZIG, 1970, p. 97). O segundo é o caminho aritmético, segundo o qual Struik
(1986) sugere o uso da média geométrica a/b=b/c.

O fato de V2 no poder pode ser escrito como um nimero ou a raz&o entre dois nmeros
perturbou a harmonia entre a aritmética e a geometria na Grécia Antiga. Os nimeros irracionais
assinalaram um dos grandes marcos da historia da matematica, mas para 0s gregos antigos foi
tdo dificil aceitar as quantidades incomensuraveis quanto descobri-las.” (GUNDLACH, 1992,
p. 54). A primeira prova da irracionalidade de V2 foi sugerida por Aristételes (384-322 a.C.)
como um exemplo de reductio ad absurdum:

Suponhamos que aquela razdo é p:g, na qual podemos sempre tomar p e g como
ndmeros primos entre si. Entdo p?=2g?, pelo que p?, e portanto p, é par, digamos p=2r.

Entdo g tem de ser impar; mas, visto que g?=2r?, q também tem de ser par. (STRUIK,
1986, p. 80)

Esta relagdo permite concluirmos que g ndo pode ser par e impar ao mesmo tempo, pois
seria um “absurdo”. Portanto, o nimero V2 ndo pode ser expresso com uma razdo entre nUMeros
inteiros, ou seja, é irracional. Por algum tempo, V2 foi o Gnico irracional conhecido, somente
mais tarde Teodoro de Cirene (425 a.C.) mostrou a irracionalidade de outros numeros.

Pela primeira vez na historia, a matematica viveu uma “crise” em seus fundamentos, a

partir da descoberta dos incomensuraveis. Kline (1972a) aponta que, mesmo antes da “crise”
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ocorrida na Grécia, 0s nimeros irracionais ja eram conhecidos na Mesopotamia. Nas tabuas de
poténcias e raizes dos babildnios, quando a raiz era um inteiro se tinha um valor exato, caso
contrario, o valor sexagesimal correspondente era aproximado. Entretanto, ndo ha nenhuma
evidéncia de que eles eram conscientes do fato dos irracionais ndo poderem ser expressos com
um numero finito de algarismos, “é mais plausivel crer que eles acreditavam que os irracionais
também podiam ser expressos de maneira exata na forma sexagesimal, prolongando a expressao
até onde fosse necessario” (KLINE, 1972a, p. 8). Importa destacar que os babildnios tinham
uma excelente aproximagéo de V2 que era 1,414213 ..., uma vez que para essa quantidade de
casas decimais o correto é 1,414214... .

Devido os nimeros irracionais ndo possuirem espaco na matematica grega classica, 0s
matematicos realizavam aproximacdes de raizes quadradas com certa frequéncia. Kline (1972a)
mostra que 0s pitagéricos aproximavam V2 por meio da substituicio de 2 por 49/25 que
resultava em 7/5 como aproximacéo, e que Teodoro de Cirene substituiu 3 por 49/16 em 3,
obtendo 7/4 como aproximagé&o da raiz.

Para Eves (2011) a irracionalidade de V2 perturbou ndo s a crenca de que “Tudo é
nimero” como também a defini¢do pitagorica de proporcéo, cujas proposicdes se limitavam as
grandezas comensuraveis. A partir deste momento, as demonstragdes que faziam uso da teoria
das proporcdes tiveram que ser abandonadas. Neste contexto, era necessario estabelecer uma
nova teoria das proporcdes que foi independente da comensurabilidade. Apenas por volta de
370 a.C., Eudoxo de Cnido (408 - 355 a.C.) conseguiu este feito. A teoria das proporcdes
eudoxiana constitui a base do livro V dos Elementos de Euclides (séc. 11l a. C). Boyer (1974,

p. 66) aponta que:

A palavra razdo denotava essencialmente um conceito ndo definido na matematica
grega, pois a “defini¢do” de Euclides de razdo, como uma espécie de relagdo de
tamanho entre duas grandezas de mesmo tipo é inteiramente inapropriada. Tem mais
sentido o enunciado de Euclides segundo o qual se diz que duas grandezas estdo numa
razdo se é possivel achar um mualtiplo de cada uma que seja maior que a outra. [...] O
conceito de razdo de Eudoxo exclui pois o zero e esclarece o que entende por
grandezas de mesma espécie. (BOYER, 1974, p. 66)

Eudoxo evitou atribuir valores numéricos a grandezas e razdes entre grandezas. Struik
(1986) revela que a teoria de Eudoxo era puramente geométrica, e que na sua forma axiomatica,
tornava supérflua qualquer referéncia a grandezas comensuraveis ou incomensuraveis. De
acordo com Eves (2011), tal teoria forneceu a fundamentacao para Richard Dedekind (1831-

1916) e Karl Weierstrass (1815-1897) sistematizarem 0s nimeros reais séculos depois.
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Para Kline (1972a), a teoria de Eudoxo permitiu aos matematicos gregos fazerem
grandes progressos em geometria, dando-lhe fundamentos l6gicos necessarios para as razdes
incomensuraveis. Contudo, a mesma teoria trouxe consequéncias menos afortunadas, entre as
quais podemos citar a separagédo forcada entre nimero e geometria, devido sé esta ultima poder
manejar com as grandezas incomensuraveis, o que fez a geometria “se tornar a base rigorosa de
toda a matematica por dois mil anos seguintes.” (KLINE, 1972a, p. 49)

Mesmo que alguns estudiosos como Arquimedes (287 a.C.), Heron de Alexandria (10—
70) e Ptolomeu (90-168) tenham comecado a trabalhar com os irracionais como ndmeros, eles
ndo mudaram o pensamento da matemaética grega. A descoberta das razGes incomensuraveis
pelos pitagdricos introduziu uma dificuldade que preocupou os gregos da época: a relacao entre
o discreto o continuo. Hoje, dizemos que as grandezas continuas podem ter uma medida
racional ou irracional em termos de alguma unidade, “mas 0s gregos nao tinham alcancado este
ponto de vista”. (KLINE, 1972a, p. 34)

O livro X dos Elementos de Euclides, o mais volumoso com 4 defini¢cdes e 115

proposicdes, tem como foco os ndmeros irracionais ao tratar da classificacdo sistematica de

segmentos incomensuraveis das formas a + Vb, va + vb, Va + vb e VVa + vb, onde a e b,
quando s&o da mesma dimens&o, sdo comensuraveis. (BOYER, 1974, p. 85). Entretanto, apesar
do rigor, “Euclides ndo tinha um conceito de namero sobre o qual pudesse construir uma teoria
de irracionais” (KLINE, 19723, p. 73).

Nos séculos seguintes, o uso da Teoria das Propor¢des de Eudoxo evitou a discussao
sobre a natureza dos numeros irracionais. Desta forma, o curso da historia da matemaética até o
século XIX foi tratar quantidades continuas unicamente em uma base geométrica, pois 0s
nameros irracionais ndo tinham um estatuto definido. Foi apenas no final do século XVII, com
0 surgimento dos métodos infinitesimais, que o assunto gerou inquietacdo dos estudiosos

novamente.
A ORIGEM DA EXPRESSAO “NUMERO REAL”

Os nuameros irracionais que intervinham nos metodos de resolucdo de equagdes
intrigaram os algebristas na Europa nos séculos XVI e XVII, pois frequentemente apareceriam
como raizes de equacles e eram, muitas vezes aproximados por somas infinitas. Mesmo sem

superar as dificuldades com os irracionais e com 0s nimeros negativos, surgiram os nimeros
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complexos a partir dos trabalhos com raizes de equacdes realizados por Girolamo Cardano
(1501-1576) e Rafael Bombelli (1526-1572).

De acordo com Kline (1972a), René Descartes (1596-1650) rejeitou as raizes complexas e
cunhou o termo “imaginario” para designa-las. Assim como Albert Girard (1595-1632),
Descartes admitia que uma equacao possuia tantas raizes quantas fossem as dimensdes da
quantidade desconhecida, porém algumas eram “mais que nada”, expressdo de Girard para as
raizes positivas, que incluiam os numeros irracionais; e outras eram “menos gue nada” ou
“falsas”, isto €, eram as raizes negativas. Em 1637, Descartes escreveu em La Géométrie: “tanto
as verdadeiras raizes quanto as falsas ndo sdo sempre reais, mas as vezes apenas imaginarias.”
Descartes fez uma distingdo clara, mais do que seus antecessores, entre as raizes reais e
imaginarias de uma equacao.

Para Dantzig (1970) estas palavras, assim como “racional” e “irracional”, mantiveram
mdaltiplos significados. Para os conhecedores de matemaética, elas podem até ndo ser ambiguas
e ter um significado especifico, mas para outros, estas palavras podem ter significado vago e
sem sentido, ocasionando uma confusdo na mente do leigo. Apesar de Gauss (1777-1855) ter
percebido a inadequacgdo do termo “imaginario”, esta tomou raizes profundas, porém, para a
palavra “real” ndo foi “nem sequer proposta uma mudanca para um térmo mais adequado.”
(DANTZIG, 1970, p. 202).

OS INFINITESIMAIS

Os métodos analiticos de Descartes e Pierre de Fermat (1601-1665) motivaram o estudo
de séries infinitas na Inglaterra, principalmente por John Wallis (1616-1703), James Gregory
(1638 — 1675) e Isaac Barrow (1630-1677). Estes por sua vez, tiveram forte influéncia sobre
Gottfried Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1642-1727), cuja maior novidade residiram no
grau de generalidade e unidade que os métodos infinitesimais adquiriram com seus trabalhos,
visto que na primeira metade do século XVII, muitos resultados de natureza infinitesimal ja
eram conhecidos, mas 0s matematicos até entdo ndo se haviam se dedicado a mostrar a
generalidade das técnicas empregadas.

O trabalho de sistematizagéo do célculo foi realizado de forma independente por Leibniz
e Newton no fim do século XVII, a realizagdo matematica mais notavel do periodo. Porém,
surgiram discussdes a respeito da legitimidade dos métodos infinitesimais, uma vez que 0s

argumentos de Leibniz ndo eram definitivos e ele propunha diversas justificativas, uma delas
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era a aceitacdo dos infinitésimos como meras ficgdes. Newton, ao contrario, trabalhava bem
seus argumentos antes de publica-los e considerava o padrdo da geometria grega mais adequado
para expor suas ideias, contudo havia certa imprecisdo no seu método de expressdo. Struik
(1986) aponta que as explicacdes sobre os fundamentos do Calculo eram imprecisas: “algumas
vezes, 0s seus dx, dy eram quantidades finitas, outras vezes quantidades menores que qualquer
quantidade significativa, porém ndo nulas” (STRUIK, 1986, p. 186).

As imprecisdes de Leibniz e Newton provocaram as criticas de Bernard Nieuwentijt
(1654-1718) e de George Berkeley (1685-1753), respectivamente. A obra The Analyst (1734)
de Berkeley é considerada a mais importante oposicao, na qual ele revelou um grande nimero
de argumentos frouxos, afirmacdes vagas e contradi¢des claras na doutrina dos infinitesimais.

Por algum tempo, os fundamentos do Céalculo permaneceram despercebidos ao ter em
vista a sua aplicabilidade (principalmente a mecanica), fator muito explorado na producéo

matematica no século XVI1Il, sendo os processos empregados de forma intuitiva:

Eles tratavam os infinitésimos como sendo fixos ou variaveis, segundo as exigéncias
do problema; manipulavam aleatoriamente as seqiiéncias infinitas; faziam
malabarismos com os limites; tratavam séries divergentes como se estas obedecessem
a tbdas as regras de convergéncia. [...] romperam tdas as leis de rigor e de decdro
matematico [...] e ndo havia nenhum Euclides para deter seu vdo romantico.
(DANTZIG, 1970, p. 120-121)

Este cenario comecou a mudar quando Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) publicou
dois livros sobre fun¢es como uma tentativa de dar uma fundamentacéo sélida ao célculo, pela
sua reducdo a algebra. Em 1797, Lagrange assumiu, a partir de um processo puramente
algébrico, que uma funcéo continua pode sempre ser expressa por meios do teorema de Taylor
como uma série infinita. Struik (1986) esclarece que 0 “método algébrico” de Lagrange foi
insatisfatorio e, apesar de ndo ser dada a suficiente atencdo a convergéncia das series, este
tratamento foi um consideravel passo em frente.

Boyer (1949) mostra que no inicio do século XIX, estudiosos comecaram a questionar
a validade do principio de Lagrange e logo comegaram a perguntar o que se entendia por uma
fungédo em geral e por uma funcédo continua em particular, ao ter em vista o desenfreado uso das
séries infinitas, que insinuavam absurdos em contradi¢cGes. Estes questionamentos
impulsionaram a busca por uma matematica mais rigorosa, fundamentada no conceito de
ndmero, 0 que resultou em um movimento historico conhecido como aritmetizacdo da anélise,

0 qual discutimos a seguir.
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A ARITMETIZACAO DA ANALISE: EM BUSCA DA DEFINICAO DE NUMERO
REAL

Os matemaéticos que se depararam com o0s problemas relativos aos fundamentos da
analise estavam cientes que de o progresso dependia de uma extensdo do conceito de nimero.
A prépria ideia de funcdo teve que ser esclarecida e no¢es como as de limite, continuidade,
diferenciabilidade e integrabilidade tiveram de ser cuidadosa e claramente definidas. Se, em
grande parte, o seculo XVIII foi gasto na exploracdo dos métodos do célculo, “o século XIX
foi dedicado grandemente a tarefa de construir uma fundamentacéo logica solida para a enorme,
porém debil, superestrutura construida no século precedente.” (EVES, 2011, p. 463).

Apesar de Jean-le-Rond d’Alembert (1717-1783) ter observado que era necessaria uma
teoria de limites em 1754, ndo houve um desenvolvimento solido dessa teoria durante muito
tempo. Somente em 1821 com Cours d’analyse, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) “pos em
pratica com éxito a sugestdo de d’Alembert de desenvolver uma teoria de limites aceitavel e
definir entdo continuidade, diferenciabilidade e integral definida em termos de conceito de
limite” (EVES, 2011, p. 610).

Desta forma, a matematica do século XIX passava por um processo de formalizacao,
conhecido como aritmetizacdo da analise, termo cunhado por Felix Klein (1849-1925) em
1895. De acordo com Dantzig (1970), tal movimento teve como objetivo “a separacdo de
conceitos puramente matematicos tais como numero, correspondéncia e conjunto, de ideias
intuitivas, que a matematica adquiriu através de uma longa associacdo com a geometria € a
mecanica.” (DANTZIG, 1970, p. 93)

Com um dos precursores do movimento, destacamos Bernhard Bolzano (1781-1848)
pois “perto de 1817 ele ja estava plenamente cdnscio da necessidade de rigor em analise”
(EVES, 2011, p. 530). As principais ideias de Cauchy ja tinham sido antecipadas por ele, mas
foi impedido de publica-las e muitos de seus resultados tiveram que ser redescobertos. Por tal
fato, Klein o denominou de “o pai da aritmetiza¢ao”.

Neste cenério, no que diz respeito aos nimeros reais, Em Cours d’analyse, apesar de
ndo ter formulado uma definicdo de namero real, Cauchy utilizou resultados envolvendo
nameros irracionais, quando afirmou que uma sequéncia de nameros racionais poder admitir
como limite um namero irracional (BOYER, 1949, p. 282). Ao analisar a obra de Cauchy,

Martins (2004) concluiu que tal resultado se reduz a um ciclo vicioso, pois:
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[...] recorrendo a definicdo de limite, a existéncia do nimero irracional depende do
conhecimento prévio da quantidade da qual se aproximam os termos de uma
determinada sucessdo de numeros racionais. E apesar de ndo definir o conceito de
namero real, tal resultado é ainda utilizado para definir as operacdes algébricas e
exponenciais para nimeros reais, cComo uma extensdo, através do conceito de limite,
das mesmas operacdes definidas no conjunto dos nimeros racionais. (MARTINS,
2004, p. 11-12)

A partir das ideias de Bolzano e Cauchy, o estudo de limites mostrou a necessidade de
adquirir uma compreensdo logica dos nimeros. Boyer (1974) ressalta que a investigacao sobre
a natureza de funcéo e do nimero iniciou em 1822 com a teoria de calor de Joseph Fourier
(1768-1830) e com uma tentativa de Martin Ohm (1792-1872) de reduzir toda a analise a
aritmetica.

Os trabalhos de Fourier sobre a propagacédo do calor estdo associados a redefinicdo do
conceito de funcdo. Destacamos a ideia de Fourier de que qualquer fungdo definida pode ser
representada por desenvolvimentos em série contendo senos e cossenos (séries de Fourier) e
para provar tal verdade, Fourier apontou a integracdo em um intervalo. Lejeune Dirichlet (1805-
1859) tentou dar consisténcia aos trabalhos de Fourier, demonstrando que suas Sséries
convergem. No entanto, em 1829, Dirichlet percebeu que nem toda funcao podia ser integrada,
quando descobriu uma funcdo que ndo pode ser representada por uma série de Fourier, ndo-
derivavel e descontinua em todos os pontos.

A compreensdo da funcdo de Dirichlet dependia da forma como os racionais e
irracionais estavam distribuidos sobre o eixo das abcissas, isto é, sobre a reta numérica. Na
segunda metade do século XI1X, emergiu a preocupacdo em relacdo a definicdo de nimero real
e a distribuicdo dos racionais e irracionais na reta e, logo, muitos trabalhos foram publicados,
dedicados a colocar 0os nimeros reais em uma base aritmética solida. A partir deste momento,
surgem as teorias de nimeros irracionais.

Em se tratando deste aspecto, as contribui¢Ges cruciais foram dadas por Charles Méray
(1835-1911), Karl Weierstrass (1815-1897), Georg Cantor (1845-1918) e Richard Dedekind
(1831-1916), cujas teorias sdo, em esséncia, muito parecidas e, apesar das publicacdes quase
simultaneas, foram elaboradas em épocas diferentes. A seguir, apresentamos 0s aspectos mais

gerais de tais teorias.
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AS DEFINICOES DE NUMERO REAL: AS TEORIAS DOS NUMEROS
IRRACIONAIS

Antes mesmo da concretizacdo das teorias cientificas dos irracionais, Kline (1972b)
afirma que foi William Hamilton (1805-1865) quem ofereceu o primeiro tratamento dos
nameros irracionais em dois artigos de 1833 e 1835, publicados em conjunto como Algebra as
the Science of Pure Time, nos quais ele baseou sua nogdo de todos os nimeros (racionais e
irracionais) no tempo, mas de forma insatisfatéria para a matematica pois considerou uma
béasica intuicdo na Filosofia de Immanuel Kant. Hamilton comecou a desenvolver uma teoria
de numeros racionais, ele introduziu a ideia de dividir o racional em duas classes e definir o
irracional como uma “partigdo”, ndo muito diferente dos cortes de Dedekind, do qual falaremos
mais tarde, porém ele nunca completou este trabalho.

Boyer (1974) mostra que no inicio da década de 1830, Bolzano havia feito uma tentativa
para desenvolver uma teoria dos nimeros irracionais como limites de sequéncias de numeros
racionais, deixando seu manuscrito Teoria das Quantidades inacabado, nao sendo reconhecido
nem publicado até 1962. Martins (2004, p. 11) afirma que Bolzano, na esperanca de que sua
obra fosse terminada, a ofereceu ao seu aluno favorito, Robert Zimmermann (1824-1898), mas
este acabou por deixar de se dedicar a Matematica e entregou a obra do professor a Biblioteca
Nacional de Viena.

Kline (1972b) aponta outras introducBes pre-weierstrassanas dos nimeros irracionais
que utiliza a nocédo de que o irracional € o limite de uma sequéncia infinita de irracionais, porém
o limite ndo pode existir se os irracionais ndo estdo logicamente definidos. Mais tarde, Cantor
destacou que esse erro ldgico passava despercebido, pois ndo levava a dificuldades posteriores.

A trajetdria cronoldgica dos acontecimentos permite dizer que Charles Méray foi o
primeiro matematico a apresentar uma definicdo satisfatdria dos nimeros irracionais, pois em
1869 ele publicou Remarques sur la nature dés quantités définies par la condition de servir de
limites a des variables données, artigo no qual exaltou uma série de falhas de raciocinio que os
matematicos haviam cometido desde os tempos de Cauchy (BOYER, 1974). Méray desejava
construir a analise em uma base sélida, pois a considerava a “rainha” da matematica, a ciéncia
que deveria fornecer principios para todos as outras, “desejo que domina uma exigéncia
soberana de rigor, excluindo, especialmente em analise, manifestacfes de qualquer empréstimo
a geometria” (DUGAC, 1970, p. 333).
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Trés anos depois de Remarques, Méray apresenta Nouveau préecis d’analise
infinitésimale (1872), cujo objetivo, segundo ele proprio escreveu no prefacio da obra, era
“acabar com a onda de teorias que nenhum principio Gnico parece dominar” (MERAY, 1872,
p. Xi). Apesar de sua importancia, esta obra ndo obteve o devido conhecimento naquela época,
pois Méray ndo era considerado um estudioso de prestigio, talvez por ter sido o Unico francés a
apreciar a ideia de construir uma teoria de nimeros irracionais, ao contrario dos alemaes.

Dugac (1970) aponta que Méray considerava dois principios como base essencial para
todas as partes da matematica que levavam o conceito de limite de uma sequéncia e, em
particular, aqueles relacionados com ndmeros irracionais, séries e integracdo. O primeiro deles
era que uma sequéncia crescente e majorada (ou decrescente e minorada) tende para um limite;
e 0 segundo, era que toda sequéncia de Cauchy tende para um limite. Méray definiu um nimero
irracional ao ter em vista a natureza dos limites de sucessdes de nimeros racionais que nao
admitiam nenhum ndmero racional como limite.

Bolzano e Cauchy haviam tentado provar que uma sequéncia que “converge para si”
também converge no sentido de relagdes externas a um namero real S, o limite da sequéncia
(BOYER, 1974). Mas Méray deixou de apelar para a condi¢do externa de convergéncia ou para
0 namero real S, visto que usando apenas o critério de Cauchy-Bolzano, a convergéncia pode
ser escrita sem referéncia a numeros irracionais. Méray considerava que uma sequéncia
convergente determina ou numero racional como limite ou um “ntmero ficticio” como um
“limite ficticio”; e estes “numeros ficticios” podem ser ordenados e em esséncia, S&0 0S
nameros irracionais. Ainda assim, “Méray era um tanto vago quanto a se ou nao sua sequéncia
convergente é o numero. Se é, como parece indicado, entdo sua teoria é equivalente a
desenvolvida ao mesmo tempo por Weierstrass.” (BOYER, 1974, p. 409)

Méray considerou que seus dois trabalhos publicados até entdo ndo haviam sido
suficientemente claros quanto a exposicao de sua teoria. Em 1887, ele sentiu a necessidade de
voltar a definicdo de nimeros irracionais, e publicou nos nos Annales Scientifiques de I’Ecole
Normale Supérieure, o artigo Sur le sens qu'il convient d'attacher a I'expression nombre
incommensurable et sur le critérium de I'existence d'une limite pour une quantité variable de
nature donnée, pois ndo parecia ter atingido “um grau satisfatorio de clareza para todas as
mentes na definigdo dos nimeros incomensuraveis” (DUGAC, 1970, p. 342).

Ainda, o estudioso francés escreveu quatro volumes do tratado Lecons nouvelles sur
I'analyse infinitésimale et ses applications géométriques, publicados em 1894, 1895, 1897 e

1898, respectivamente. No prefacio deste tratado, Méray afirma sua prioridade na publicacéo
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de uma teoria dos nimeros irracionais, no entanto assistiu a sua invenc¢ao ser atribuida a Heine,
mesmo na Franca, e as aplicacdes, a Cantor e outros matematicos.

Consideramos importante a passagem em Enquéte sur la méthode de travail des
mathématiciens Mathématique (1906), na qual Méray explica, quase ao final de sua vida, 0

motivo pelo qual decidiu dar rumo aos seus trabalhos no campo da analise:

Eu fui atraido pela geometria [...] Mas logo percebi que a geometria é um mito como
ciéncia pura, é apenas a aplicacao da analise ao estudo dos fatos geométricos, e eu
estou mais ocupado com a analise. Parecia miseravel por sua desarticulagdo, seus
processos, sua absoluta falta de rigor, e os meus principais esforgos tendem a torna-la
natural, clara e rigorosa, tanto quanto qualquer questdo de algebra elementar.
(MERAY, 1906, p. 46-47 apud DUGAC, 1970, p. 334)

Kline (1972b) considera Méray o matematico francés equivalente & Karl Weierstrass
na Alemanha. Ao lecionar cursos de matematica, iniciados em 1856, na Universidade de
Berlim, Weierstrass percebeu a necessidade de elaborar uma teoria de nimeros irracionais ao
tentar construir os fundamentos da analise. Por volta de 1863-1864, apresentou sua construcdo
como parte de um curso sobre a teoria geral das fungdes analiticas.

Apesar de nunca ter publicado sua apresentacao, alguns alunos de Weierstrass foram
responsaveis por divulgar sua teoria. Tweddle (2010) aponta que Ernst Kossac publicou Die
Elemente der Arithmetik (1872), assim como Adolf Hurwitz (1859-1919), que publicou notas
das aulas de Weierstrass em 1878. J& Boyer (1974, p. 410) afirma que as ideias de Weierstrass
foram difundidas por Ferdinand Lindemann e Eduard Heine, apos estes terem assistido as suas
aulas.

De acordo com Boyer (1974), Weierstrass tentou separar o calculo da geometria e basea-
lo apenas no conceito de nimero e, assim como Méray, percebeu que era necessario definir um
namero irracional independentemente do conceito de limite, assim “decidiu a questdo da
existéncia de um limite de uma sequliéncia convergente tomando a propria sequéncia como
namero ou limite” (BOYER, 1974, p. 410). Podemos considerar a série
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cujo limite é 5. Weierstrass considerou que este nimero ndo € o limite da série, e sim a sequéncia

associada a esta série. Assim, Weierstrass ndo sé contribuiu para uma definigéo satisfatoria de

namero real, como também para uma definigdo melhorada de limite.
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Pelo fato de Weierstrass néo ter publicado suas ideias, percebemos a dificuldade em
sistematizar sua teoria a partir dos trabalhos de seus alunos. Uma das redagdes que ganharam

destaque foi a Hurwitz, apresentada sucintamente por Martins (2004) no trecho a seguir:

Inicialmente é introduzido o conceito de nimero usual ou nimero inteiro, definido
como sendo um conjunto de unidades, e que corresponde a um ndmero positivo. Um
namero que seja constituido por unidades de diferentes tipos é designado por nimero
complexo. E é a custa destes dois tipos de nimeros e das partes exactas da unidade,
que corresponde aos numeros fraccionarios positivos da foram 1/n, que se constroi as
grandezas numéricas. Os nimeros usuais mistos (correspondentes aos racionais
positivos) serdo entdo um tipo destas grandezas, a saber, aquelas compostas por um
ndmero finito de elementos. De igual modo, 0s nimeros irracionais positivos serdo
definidos como um tipo de grandezas numéricas, a saber, aquelas constituidas por uma
infinidade de elementos. Sera por esta razdo que o modelo dos nimeros irracionais da
construgdo de Weierstrass é a série infinita. Atraves do conceito de elemento oposto
de um qualquer nimero (inteiro ou racional), Weierstrass cria o conjunto dos nimeros
negativos, pelo que estendendo sucessivamente aos novos nimeros todas as operacoes
aritméticas, acaba por completar o conjunto dos nimeros reais. (MARTINS, 2004, p.
62)

Dada a prdpria natureza desta construgdo dos numeros reais por sucessivas extensdes de
conceitos, € compreensivel que ao final da apresentacdo sejam justificadas todas as ideias
desenvolvidas ao longo de sua exposicdo. Para mais esclarecimentos sobre a teoria de
Weierstrass, sugerimos consultar o estudo de Martins (2004).

Para Eves (2011) Weierstrass exerceu muita influéncia como professor, e suas aulas
meticulosamente preparadas estabeleceram um ideal para muitos futuros matematicos; “rigor
weierstrassiano” tornou-se sindnimo de “raciocinio extremamente cuidadoso”. Weierstrass foi
“a consciéncia matematica por exceléncia” e tornou-se conhecido como “o pai da analise
moderna”.

A atencdo de Richard Dedekind se voltou para 0s numeros irracionais desde 1858,
quando lecionava Calculo na Escola Politécnica de Zurique, ao ter que provar a existéncia do
limite de uma funcdo crescente e limitada. Boyer (1974) diz que Dedekind concluiu que, se
havia o desejo de que o conceito de limite fosse rigoroso, entdo era necessario desenvolvé-lo
através da aritmética sem usar a geometria como guia. O tratamento dado por Dedekind aos
nameros irracionais € o0 mais conhecido atualmente. Em dois livros pequenos, Stetigkeit und
irrationale Zahlen (1872) e Was sind und was sollen die Zahlen (1888), ele realizou na
matematica moderna aquilo que Eudoxo tinha feito na matematica grega, e ele préprio se referiu

a teoria das proporc¢des eudoxiana no livro V de Euclides:
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[...] e se interpretamos nimero como razao de duas grandezas, ha de se convir que tal
interpretagdo j& aparece de maneira bem clara na célebre defini¢do dada por Euclides
sobre igualdade de razdes. Ai reside a origem de minha teoria (...) e muitas outras
tentativas de construir os nimeros reais. (DEDEKIND, 1887 apud AVILA, 2006, p.
57)

O principio de Dedekind consistia em tomar como ponto de partida o dominio dos
nameros racionais. Em vez de identificar o nimero real como uma sequéncia convergente de
ndmeros racionais e procurar uma saida para o circulo vicioso de Cauchy, Dedekind se
perguntou o que ha na grandeza geométrica continua que a distingue dos nimeros racionais.
Galileu e Leibniz tinham julgado que a “continuidade” de pontos sobre uma reta era
consequéncia de sua densidade — isto é- do fato que entre dois pontos quaisquer existe sempre
um terceiro. Porém, os nimeros racionais tém essa propriedade, no entanto ndo formam um
continuum. (BOYER, 1974)

Ao refletir sobre a questdo, Dedekind chegou a conclusdo de que a esséncia da
continuidade de um segmento de reta ndo se deve a uma vaga propriedade de ligagdo matua,
mas a uma propriedade exatamente oposta — a natureza da divisdo do segmento em duas partes
por um ponto sobre o segmento. Em qualquer divisdo dos pontos do segmento em duas classes
tais que cada ponto pertence a uma e somente uma, e tal que todo ponto numa classe estéa a
esquerda de todo ponto da outra, existe um e sé um ponto que realiza a divisdo. Como Dedekind
escreveu: “Por essa observacao trivial o segredo da continuidade sera revelado”. A observagao
podia ser trivial, mas seu autor parece ter tido algumas ddvidas quanto a ela, pois hesitou

durante alguns anos antes de se comprometer em algo impresso.

Se todos os pontos de uma reta sdo divididos em duas classes, de modo que qualquer
ponto da primeira classe fique a esquerda de qualquer ponto da segunda classe, entéo
existe um e somente um, ponto que causa tal divisdo de todos os pontos em duas
classes, essa particao da reta em duas porc¢Ges. (DEDEKIND, 1872 apud DANTZIG,
1970, p.152)

Dedekind viu que o dominio dos nimeros racionais pode ser estendido de modo a formar
um continuum de nUmeros reais, se supusermos que 0s pontos sobre uma reta podem ser postos
em correspondéncia biunivoca com o0s numeros reais (axioma de Cantor-Dedekind).
Aritmeticamente, significa que para toda divisdo de nimeros racionais em duas classes A e B
tais que todo nimero da primeira classe, A € menor que todo numero da segunda classe, B,
existe um e s6 um namero real que produz um Schnitt ou corte de Dedekind. Se A tem um

maior nimero, ou se B contém um menor nimero, um corte define um ndmero racional; mas
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se A ndo tem um maior elemento e B ndo tem um menor, entdo o corte define um nimero
irracional. (BOYER, 1974)

Tanto os numeros racionais e irracionais podem ser representados por cortes, no entanto
existe uma diferenca fundamental entre cortes racionais e irracionais. O racional é, ele préprio,
parte da classe inferior, mas o corte irracional é completamente ex parte. Ou seja, o irracional
que causou o corte ndo pertence nem a classe inferior e nem a superior. Isto quer dizer que, no
caso racional, a classe inferior tem um maior elemento e a superior ndo tem nenhum menor
elemento; no caso irracional, a classe inferior ndo tem maior elemento nem a classe superior
tem menor elemento. Para Dantzig (1970) esse é o Unico aspecto que distingue os dois tipos de
nameros, de acordo com a teoria de Dedekind: “é caracteristica de um numero racional
pertencer a uma das classes e € também caracteristica dos irracionais ndo pertencer a
nenhuma.” (DANTZIG, 1970, p. 154). Em Avila (2006), podemos encontrar uma exposicéo da
construcdo dos ntmeros reais atraves da teoria dos cortes de Dedekind.

No cenério das teorias dos numeros reais, destacamos o mateméatico Georg Cantor,
grande amigo de Dedekind, com o qual trocou diversas cartas. Em 1871, Cantor iniciou um
programa de aritmetizacdo semelhante ao de Méray e Weierstrass, contudo Cantor parece ter
formado suas ideias independentemente do trabalho de Méray. Boyer (1974) destaca que,
apesar de Cantor estudar os nUmeros reais, suas contribui¢des mais importantes exploravam a
natureza do infinito.

Segundo Avila (2006), em 1872, Cantor se ocupava do estudo da representacio de
funcBes por séries trigonomeétricas, e logo foi levado a investigar os pontos de descontinuidade
destas funcbes, em que os mais simples eram conjuntos com numero finito de pontos. No
entanto, surgiram conjuntos mais complicados, que obrigou Cantor a investigar conjuntos
infinitos, surgindo dai o conceito de equivaléncia de conjuntos. Dois conjuntos sao
equivalentes quando é possivel estabelecer uma correspondéncia que leve elementos distintos
de um conjunto a elementos distintos do outro, todos os elementos de um e do outro sendo
objeto desta correspondéncia, denominada biunivoca. Dizemos também que conjuntos
equivalentes possuem a mesma cardinalidade ou poténcia.

Para discutirmos os resultados de Cantor sobre os irracionais, precisamos definir um
conjunto enumeréavel. Para Avila (2006) um conjunto enumeravel é todo conjunto equivalente
aos naturais, ou seja, se 0s elementos de um conjunto podem ser colocados em correspondéncia

biunivoca com os elementos do conjunto dos nUmeros naturais, este conjunto é enumeravel. O
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conjunto dos numeros inteiros pares e 0 conjunto dos nimeros racionais sdo exemplos de
conjuntos enumeraveis.

As duas formas de subdivisdo dos nimeros reais. A primeira, a mais usual, consiste na
divisdo dos reais em nimeros racionais e irracionais; e a segunda, consiste na divisdo dos reais
em numeros algébricos e transcendentes. Assim como 0s racionais, os numeros algébricos sao
enumeraveis. Assim, Cantor levantou uma questdo em uma carta a Dedekind no final do ano
de 1873, sobre os numeros transcendentes, mais genericamente, sobre os reais que os contém.

Cantor assumiu que existia algum modo de enumerar todos 0s nimeros da reta real.
Restringiu sua analise aos numeros entre 0 e 1 e assumiu que os nimeros deste intervalo
poderiam se listados em uma ordem como decimais infinitos. No entanto, Cantor percebeu que
nem todos os nimeros reais entre 0 e 1 estavam incluidos na lista que havia elaborado onde
presumia haver todos 0s numeros reais no referido intervalo. Assim, o estudioso surpreendeu o
mundo matematico ao provar a ndo-enumerabilidade dos nlimeros reais, cuja prova é dada
por Avila (2006).

Cantor mostrou que existiam infinitos diferentes, um que caracterizava 0s numeros
racionais e outro que caracterizava todos os nimeros reais. Deste resultado, € possivel concluir
que “sdo 0s numeros transcendentes que ddo ao sistema de nimeros reais a “densidade” que
resulta em maior poténcia” (BOYER, 1974, p. 415). Cantor decidiu publicar este importante
resultado no Journal de Crelle, mas sabia que a oposicao era forte ao seu trabalho sobre os
nameros irracionais e o tamanho dos conjuntos.

De acordo com Aczel (2003), Cantor publicou seu artigo contendo a prova da néo-
enumerabilidade dos reais sob o titulo Sobre uma propriedade da colecdo dos numeros
algébricos reais (1874), titulo que ndo sugeria o contetido polémico, pois alguns matematicos
poderiam examinar o titulo do trabalho e se julgassem haver algo objetavel, convenceriam o
editor a ndo publica-lo. Uma exposicéo da obra de Cantor foi feita por Jourdain (1915), quando
traduziu para o inglés dois artigos de Cantor de 1895 e 1897.

Para Boyer (1974), os incriveis resultados de Cantor o levaram a estabelecer a teoria dos
conjuntos, porém este despendeu muitos esforcos para convencer seus contemporaneos da
validade de seus resultados, uma vez que havia consideravel horror infiniti. O principal opositor
de Cantor era Leopold Kronecker(1823-1891), que representava uma tendéncia totalmente
oposta no mesmo processo de aritmetizacdo. Segundo Struik (1986, p. 258), a tentativa de
Kronecker era modelar toda matematica segundo a teoria dos numeros inteiros, tanto que

chegou a proferir em um encontro em Berlim no ano de 1886 a conhecida frase “Deus fez os
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inteiros e os homens fizeram o resto.” Mas Cantor ganhou finalmente aceitacdo quando a
enorme importancia de sua teoria se tornou mais 6bvia para a fundamentacéo das fungdes reais

e da topologia no século XX.

POSSIBILIDADES DIDATICAS PARA O ENSINO DOS NUMEROS REAIS COM
ENFOQUE NA HISTORIA DA MATEMATICA

O interesse pela Histdoria da Matemética como ferramenta de ensino vem ganhando
espaco na sala de aula atraves da busca contextualizada do assunto trabalhado, com vistas a
proporcionar interesse por parte dos alunos e dando maior significacdo a matematica escolar.
Na verdade, sabemos que ha muitos problemas que envolvem o ensino deste tema, mas talvez
o principal seja a abordagem que é feita de maneira rapida e superficial, escondendo as
principais ideias sobre 0s nimeros reais.

Segundo Mendes (2008) o contetdo historico € um elemento motivador e gerador da
matematica escolar por esclarecer os seus por qués. E nas informagdes historicas que estdo
plantadas as raizes cotidiana, escolar e cientifica da matematica a ser (re)construida pelos
estudantes e por isso devem ser bem explorados pelos professores. Desse modo, ao trazer fatos
curiosos do passado historico, estabeleceremos também as indagacGes que os matematicos
tiveram ao se deparar com os diversos conceitos e problemas matematicos.

Aradjo (2011) apresentou uma proposta didatica para a introdugdo do conceito do
namero real, apresentando as circunstancias histéricas daquela época e o0s aspectos
obscurecidos pelo tratamento comum dado ao tema. Para tanto, utilizou a ideia de medi¢do no
tratamento dos numeros reais, em que foi associado numeros e grandezas a partir da escolha de
uma unidade. A fim de comparar duas grandezas diferentes de mesma natureza o autor fez uso
da antifairese que consiste na verificacdo de quantas vezes uma grandeza cabe em outra. Assim,
conceitos de incomensurabilidade apareceram constantemente em seu trabalho como na
demonstracdo da diagonal do quadrado e do retangulo aureo.

Em Medeiros (2010), a construcdo dos nimeros reais possui uma abordagem didatica
por meio da reta numérica enriquecida por situacGes problemas e histéria da matematica,
associando o nimero a geometria e a algebra. Do mesmo modo, Boff (2006) apresenta uma
proposta de construgdo de nimeros reais via medicdo exata de segmentos de reta para alunos

do 9° ano utilizando como instrumento de ensino a régua escolar.
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Embora sejam abundantes os trabalhos que enfatizam a temética histéria da matematica
no ensino, consideramos que ha certa caréncia nas metodologias a serem utilizadas com 0s

nameros reais.

CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo teve por objetivo apresentar uma trajetoria historica dos nameros reais,
cuja realizacdo permitiu o resgate do desenvolvimento historico desde a descoberta dos
nameros irracionais na Grécia no século V a.C. até as construcGes axiomaticas dos nimeros
reais que surgiram no final do século XI1X. Consideramos que o conhecimento da historia dos
nameros reais € importante ndo s6 para o entendimento da prépria construcdo histérica da
matematica, mas também para servir de fonte a fim de eliminar possiveis dividas que possam

emergir de discussdes sobre o0 assunto em ambientes escolares e académicos.
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Resumo

Este trabalho apresenta resultados de pesquisa bibliografica que teve como objetivo realizar um
levantamento sobre o histérico do desenvolvimento da teoria das matrizes. Para tanto, buscamos
embasamento tedrico principalmente nos escritos de Boyer (1996), Eves (2004), Katz (1999) e Hodgkin
(2005). A leitura e analise destas obras nos permitiu perceber fatos histéricos que deram origem a teoria
das matrizes, dando énfase a alguns pensamentos de matematicos que tiveram grande contribuig&o para
a construcao da teoria que conhecemos hoje. Por ter conseguido sistematizar o assunto, 0 matematico
inglés Arthur Cayley é tido como o criador das matrizes. Por fim podemos perceber que a teoria das
matrizes surge a partir da necessidade de formalizar ideias advindas do desenvolvimento de sistemas
lineares e determinantes e dessa mesma forma é inserido no curriculo escolar da educacéao basica.

Palavras-chave: Historia da Matematica. Teoria das matrizes.

INTRODUCAO

A teoria das matrizes ganha relevante importancia com a evolucdo dos
equipamentos digitais, estando esse assunto presente desde simples aplicacbes como o
preenchimento de um formulério, perpassando pelo armazenamento das informacdes, até a
forma mais sofisticada no tratamento e apresentacdo de imagens em tela, seguindo esta linha
facilmente é possivel dizem que sua aplicacdo se estende em boa parte das areas do saber, seja
de forma implicita ou explicita. Permeando o cotidiano com uma algebra invisivel e pouco
associado a matematica escolar, onde esta é vista de forma basica no ensino médio.

A variedade de areas onde o conteldo esta presente engloba campos como a
programacdo computacional, engenharias, organizacdo de informacGes em empresas,
construcdo de imagens, boletos, planilhas, filmes, etc.

As matrizes foram inseridas no curriculo da educacéo basica ap6s discussées sobre
ensino de matematica na década de 50 principalmente por ideais do Movimento da Matematica
Moderna (MMM), que se fundamentavam na introducéo de contetidos apoiados nos conceitos
de estruturas matematicas (anel, corpo, grupo etc) e se justificavam por contribuir com os
avancos cientificos e tecnologicos conforme afirma Lopes (2012).

O assunto € visto no ensino médio, geralmente no 2° ano. Apesar das variadas
aplicacdes, em sala de aula, as matrizes séo ensinadas comumente pelo método tradicional, que
entendemos aqui por aquele que possui uma estrutura de ensino que utiliza geralmente

exposicao oral e a sequéncia: defini¢do, exemplos e exercicios conforme Messias, S& e Fonseca
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(2007). Essa metodologia pode implicar em dificuldades no aprendizado, visto que distancia,
ao nosso ver, o aluno das aplicabilidades préaticas das matrizes.

Atualmente a criacdo de uma teoria formal das matrizes é creditada ao matematico
Arthur Cayley, porém é comum encontrarmos no estudo da teoria das matrizes, nomes de outros
matematicos, como por exemplo ao estudarmos o método de eliminacéo de Gauss-Jordan. Isso
nos leva ao pensamento de que VArios matematicos possuiram importantes papeis de
contribuicdo para o desenvolvimento da teoria das matrizes.

Dessa forma, emergem algumas indagacdes, a exemplo de: ‘quais foram os
matematicos que contribuiram para a consolidacdo da teoria das matrizes? ’; ‘Em qual contexto
essa teoria se desenvolve?’; ‘O que motiva seu surgimento?’.

Neste texto teceremos comentarios sobre a historia da matematica, no intuito de
mostrar os caminhos percorridos pela Teoria das Matrizes desde seu surgimento até 0s seus
usos nos dias atuais, buscando responder, mesmo que de forma superficial, as questdes citadas

anteriormente.

O DESENVOLVIMENTO DAS MATRIZES

O primeiro registro que se tem das nogdes sobre matrizes vem dos chineses na
dinastia Han (202 a.C — 207 d.C). A histdria da matematica chinesa inicia com os escritos de
Nove Capitulos que pode ser comparado com Os Elementos de Euclides para a civilizacao
ocidental. Estes escritos ndo foram os primeiros a serem conhecidos, mas de acordo com Cullen
(1996 apud Hodgkin, 2005) pode ter sido uma compilacdo do inicio da dinastia Han.

De acordo com Boyer (1996) o livro é composto por 246 problemas com suas
solucdes e maneiras de como chegar a essas solucdes, abordando temas de mensuracdo de
terras, agricultura, sociedades, engenharias, impostos, Calculos e solugtes de equacdes. Em 263
d. C o matematico Liu Hiu escreve comentarios dos procedimentos presentes neste escrito
chinés que acabaram sendo anexado ao mesmo, fato este que o diferencia de outros textos
historicos. O assunto matrizes é tratado no oitavo capitulo deste livro com o titulo Fangcheng
ou Tabelas Retangulares. Nos comentarios de Liu Hui ha a tentativa de simplificar o
entendimento dos problemas envolvendo situagdes com as diferentes categorias de arroz, como
veremos no problema que trata da nocao de matrizes.

A utilizacdo de diferentes categorias de arroz nos conduz a ideia moderna de

abstracdo com a utilizacdo de x, y e z no lugar de “arroz de baixa qualidade, de média qualidade
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e alta qualidade”. Apresentamos abaixo o texto do oitavo capitulo, problema 1, e a regra que

resolve o problema.

Problema
“Sao dados 3 fardos de arroz de alta qualidade, 2 fardos do arroz de média qualidade e 1 fardo
de arroz de baixa qualidade. Rendimento: 39 dou de gréos. 2 fardos de arroz de alta qualidade,
3 fardos de arroz de média qualidade e 1 fardo de arroz de baixa qualidade, rendimento: 34 dou.
1 fardo de arroz de alta qualidade, 2 fardos de média qualidade e 3 fardos de baixa qualidade,
rendimento: 26 dou. Pergunta-se: quanto de arroz rende cada fardo de cada nivel de

rendimento?”

Resposta: “Arroz de alta qualidade: 9% dou/por fardo; arroz de média qualidade: 4% dou/por

fardo; arroz de baixa qualidade: 2 Z dou/por fardo”.

Regra da Tabela — Fangcheng

Escrevemos uma tabela em que a coluna da direita é formada por 3 fardos de arroz de
alta qualidade, 2 fardos do arroz de média qualidade, 1 fardo de arroz de baixa qualidade e
rendimento 39 dou de grdos, proceder da mesma maneira para a coluna do meio e da esquerda.

Use o nimero de fardos de arroz de alta qualidade na coluna da direita para multiplicar
a coluna do meio, em seguida, estas se fundem. Novamente multiplicar o préximo e continuar.
Em seguida, use o restante do arroz de média qualidade na coluna do meio para multiplicar a
coluna da esquerda e o fator principal. O restante do arroz de baixa qualidade na coluna da
esquerda é o divisor, a entrada abaixo € o dividendo. O quociente é o rendimento do arroz de

baixa qualidade.

Fonte: Adaptado de Hodgkin (2005)

Para Hodgkin (2005) a explicacdo acima é suficiente para, calcular uma solugédo
béasica, ja que achado o rendimento de arroz de baixa qualidade os outros podem ser calculados
por substituicdo e também serve para mostrar como 0 método é descrito no Nove Capitulos.
Entretanto, esta descricdo ndo € clara se pensarmos nos termos modernos de resolucédo de
matrizes, pois ndo conhecemos o significado de ‘fundir’ e ‘fator principal’ presentes na
descricdo.

Seguindo as instrugcdes dadas acima, 0 processo comeca da seguinte maneira:
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e Escrevemos uma tabela em que a coluna da direita é formada por 3 fardos de arroz
de alta qualidade, 2 fardos do arroz de média qualidade, 1 fardo de arroz de baixa
qualidade e rendimento 39 dou de graos, proceder da mesma maneira para a coluna
do meio e da esquerda;

Temos entao:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Observamos que os chineses utilizam a representacdo de sua tabela com os
resultados do sistema de equagdes como o ultimo termo em cada coluna, caracteristica de sua
escrita vertical. Para representar os nimeros usados, em termos de matriz na notagdo moderna,
utilizamos os resultados como ultimo termo em cada linha, entdo temos:

1 2 3: 26
2 3 1: 34

3 2 1: 39

Em seus comentarios, Liu Hiu explica o significado de ‘fundir’:

O significado desta regra é: subtrai a coluna com o menor (entrada do topo)
repetidamente a partir das colunas com os maiores (entrada do topo), entdo a entrada
do topo deve desaparecer. Com esta entrada desaparecida, esta coluna tem um item
ausente. (HODGKIN, 2005, p.)

Relacionando esta explicacdo com o que Fangcheng orienta, fazemos:

e Multiplicamos a coluna do meio por 3 (nimero de fardos de alta qualidade)

1 2 3 1 6 3
2 3 2 —multiplicacao— 2 ) 2
3 1 1 3 3 1
26 34 39 26 102 39

e Em seguida, subtraimos a coluna da direita (a menor) da do meio, repetidamente.

Os passos sdo
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1 3 3 1 0 3

~ 2 7 2 ~ 2 5 2
a a

12 subtracao— 3 2 1 —22 subtracdo— 3 1 1

26 63 39 26 24 39

A coluna do meio tem entdo um item ausente. Faremos o mesmo processo utilizando as colunas
da direita e da esquerda.

e Multiplicamos a coluna da esquerda por 3:

1 0 3 3 0 3

2 5 2 —multiplicagao— 6 5 2

3 1 1 9 1 1
26 24 39 78 24 39

e Subtraimos a coluna da esquerda pela da direita:

0 0 3

a ~ 4 5 2

12 subtracao— 8 2 1
39 24 39

Temos agora dois itens ausentes na primeira linha. Utilizaremos agora as colunas da esquerda
e do meio.

e Multiplicamos a coluna da esquerda por 5 e a coluna do meio por 4:

0 0 3

20 20 2

40 8 1

195 96 39

e Subtraimos a coluna da esquerda pela coluna do meio:

0O 0 3
0 20 2
36 8 1
99 96 39

Encontramos assim o resultado para o arroz de baixa qualidade e por substituicdo é possivel
encontrar para os demais. Notamos que o método descrito é similar ao que conhecemos

atualmente como método de escalonamento.
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IDEIAS BASICAS DE MATRIZES

Saindo da Dinastia Han, na China, encontramos registros a respeito do estudo das
matrizes apenas na Europa Moderna, as ideias basicas deste conteldo foram sistematizadas a
partir da contribuicdo de diversos matematicos, a seguir discutiremos que contribui¢fes foram
dadas por cada matematico participante desta jornada.

De acordo com Kline (1990), Carl Friedrich Gauss discutiu a teoria das formas
quadraticas, isto é, funcBes de duas varidveis x,y da forma ax* + 2bxy + cy?, com a, b, c
inteiros, no capitulo 5 de Disquisitiones, em 1798. Nesta discussdo, ele considera a ideia de
uma substituicdo linear que transforma uma forma em outra. Isto é, se F = ax® + 2bxy + cy?,
entdo a substituicéo

x=ax + By
y =yx' + 6y’
converte F em uma nova forma F’, cujos coeficientes dependem dos coeficientes de F e esses
da substituicdo. Gauss notou que se F' se transforma em F'’ pela segunda substituicao linear
x'=ex" +qy"
y' =nx"+6y"
Entdo a composicdo de duas substituicdes nos da uma nova substituicdo transformando F
emF'":
x = (ae+ pn)x" + (al + BO)y"
y = (ye +mx" + (yn + 66)y"
O coeficiente “matriz” da nova substituicdo é o produto dos coeficientes das duas matrizes
originais. Gauss realizou um calculo andlogo em seu estudo do ternario de formas quadraticas
Ax* + 2Bxy + Cy* + 2Dxy + 2Eyz + Fz?, 0 que de fato gerou as regras para multiplicacdo
de matrizes 3 x 3. Mas, embora ele tenha escrito os coeficientes da substituicdo em uma matriz
retangular e utilizado uma Unica letra S para representar uma substitui¢do particular, Gauss nao
se referiu explicitamente a ideia de composi¢do como “multiplicacdo”.

Outra contribuicdo para o desenvolvimento das matrizes veio com Augustin-Louis
Cauchy, que em 1815, publicou uma Memoria Fundamental Da Teoria Dos Determinantes, na
qual ele ndo somente apresenta o termo “determinante” para substituir outros termos antigos,

mas tambem usou a simbologia a, ,, para defender o que ele chamou de “sistemas simétricos”
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al‘l al’z e al‘n
az'l az'z az‘n
An1 QAn2 - Aupp

ao qual o determinante é associado. Embora muitos resultados basicos do calculo de
determinantes fossem conhecidos anteriormente, Cauchy deu o primeiro tratamento completo
destes em seu memorial, incluindo as ideias de como as matrizes de menores associada a uma
dada matriz (adjunta) e o procedimento para calcular um determinante pela expansdo de uma
linha ou coluna. Além disso, ele seguiu Gauss, no reconhecimento explicito da ideia de
composicdo de dois sistemas a;, €a,, para obter um novo sistema m,, definido pela

conhecida lei da multiplicacéo

n
mij = Z Aj Ak,

Ele também mostrou que o determinante de um novo sistema é o produto dos dois sistemas
originais.

Segundo Katz (2008), Ferdinand Gotthold Eisestein, um aluno de Gauss que visitou
Hamilton na Irlanda em 1843, apresentou a notagcdo explicita S X T para representar a
substituicdo composta de S e T da discussao da forma do ternario quadratico em um artigo de
1844, talvez por causa do teorema de determinantes de Cauchy.

O autor nos diz ainda que sobre esta notacdo, Eisestein escreveu:

“Acidentalmente um algoritmo para o calculo pode ser baseado nisso, o que consiste
na aplicacdo de regras usuais para operacfes de multiplicagéo, divisdo e potenciacao
para equacles simbolicas entre sistemas lineares, equagdes simbdlicas corretas séo
sempre obtidas, sendo a Unica consideracdo a ordem dos fatores, isto €, a ordem da
composicao dos sistemas ndo pode ser alterada”. (Katz, 2008, p. 741)

Isto é interessante, mas sem importancia se considerar que as discussdes de Eisestein e
Hamilton, em 1843, estimulou os dois a conceber a possibilidade de um sistema algébrico com

uma multiplicacdo ndo comutativa.
OPERACOES ENTRE MATRIZES

Kline (1990) afirma que durante o século XVII havia uma imensa quantidade de
trabalhos sobre determinantes tanto no oriente quanto no ocidente, com isso foi-se tornando
evidente que a propria tabela podia ser estudada e manipulada com muitas finalidades

independente do valor do determinante. A tabela seria enfim chamada de Matriz.
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Notamos que a noc¢éo do que conhecemos como matriz ja vinha se desenvolvendo
desde a antiguidade, no entanto ndo se designava esta nogéo por algum termo especifico. De
acordo com Kline (1990) James Joseph Sylvester (1814 — 1897) foi o primeiro a utilizar um
termo para representar tal nocdo, em 1850 que Sylvester cunhou o termo matriz para representar
“uma agrupamento retangular de termos composto, por exemplo, de m linhas e n colunas”,
devido este agrupamento podemos formar diversos sistemas de determinantes. Katz (2008) nos
diz ainda que palavra inglesa matrix significava: o lugar a partir do qual alguma coisa se
originava, Sylvester ndo usava o termo em todos seus estudos, foi Cayley quem propagou esta
terminologia em seus artigos de 1855 e 1858.

Arthur Cayley insistiu, em seu artigo de 1855, que logicamente a ideia de uma
matriz antecede a de determinante, mas historicamente a ordem € inversa e isto porque as
propriedades basicas de matrizes foram esclarecidas quando as matrizes foram introduzidas.
Assim, a impressdo geral entre 0s matematicos era de que as matrizes eram uma invencao
altamente original e independente, criadas por matematicos puros quando eles conjecturaram
que a utilidade potencial da ideia era erronea. Pelo fato de Cayley ter sido o primeiro a isolar
uma matriz e o primeiro a publicar uma série de artigos sobre o tema, a ele é geralmente
creditado como sendo o criador da teoria das matrizes.

Anteriormente, Cayley percebeu que a utilizacdo de matrizes era muito conveniente
para a teoria das equacdes lineares. Assim, ele escreveu para o quadro de equaces lineares

E=ax+ Py +yz+ -
n=ax+py+yz+--
(=ax+By+yz+-

e T R ST AT
A forma
a B, v
Eng.D=[% B v o ayz )

a f ﬁ f 'y f cee
E, entdo, determinou a solucdo deste sistema usando o que ele chamou de inversa da matriz:

a B v -

x,y,z..)= ) ﬁ” Y &En g, ..,

a’” B% v,

48



Aspectos Histdricos da Mateméatica Elementar

Essa representacdo veio da analogia basica da matriz de equagdes para uma simples equacéo
linear de uma variavel. Cayley, contudo, conhecendo a regra de Cramer, descreveu as entradas
da matriz inversa em termos de fracdes (envolvendo os determinantes apropriados). (Katz,
2008)

Devido o uso das matrizes estar bem estabelecidos ocorreu a Cayley introduzi-las
como entidades distintas. Ele disse: “Fu, certamente, ndo obtive a no¢cdo de uma matriz de
qualguer maneira atraves do quartenions; era diretamente qualquer uma a partir de um
determinante ou como uma maneira conveniente de expressar as equagées ”(Kline, 1990):

x' =ax+ by
y' =cx+dy

(o

Que representa a informacéo essencial sobre a transformacéo.

E entéo ele apresentou a matriz:

Em seus estudos de invariantes durante uma transformacéo linear, Cayley
apresentou as matrizes envolvendo uma notacdo simples, em que ele deu algumas nocoes
béasicas. Isso foi seguido pelo principal artigo do tema, “A Memoir on the Theory of Matrices”
(1858). A seguir temos uma breve definicdo dada por Cayley para matrizes 2 x 2 ou3 X 3,
ainda que a definicao se aplique para matrizes n x n e em alguns casos de matrizes retangulares,
segundo Kline (1990).

e Igualdade: Duas matrizes sdo iguais se seus elementos correspondentes sdo iguais;

e Matriz nula e matriz identidade como:
0 0 O 1 0 0
0 0 O0JelOo 1 0
0 0 O 0 0 1

e Adicdo: é definida pela matriz cujos elementos séo a soma de seus correspondentes
nas matrizes iniciais;
e Subtracdo: é definida pela matriz cujos elementos sdo a diferenca de seus
correspondentes nas matrizes iniciais;
Cayley afirma em seu tratado que a adi¢éo (e subtracdo) de matrizes é precisamente similar a
adicdo de quantidades algébricas comuns, mas notou que quanto a multiplicacdo existe a

peculiaridade de que matrizes ndo sdo comutativas.
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o Multiplicacdo por escalar: Se m é um escalar e A uma matriz entdo mA ¢é a matriz
em que cada elemento corresponde a m vezes um elemento de
A.
Segundo Kline (1990), a defini¢do de multiplicacdo de duas matrizes, foi obtida por
Cayley diretamente da representacédo do resultado de duas transformacdes sucessivas. Entdo se
essa transformagéo
x'=ay1x + ay
y' = axx+azy
E seguida da transformacao

n

x"" = by x" + byyy'
y'" = byix' + by’
Entdo a relacdo entre x”,y"' e x,y é dada por:
x"" = (b11a11 + b12a21)x + (b11a45 + b12a57)y
¥ = (b1a11 + bpza21)% + (by1aq5 + byaz;)y
Por esta razéo, Cayley (1858) definiu o produto de matrizes como:
(bn b12> (a11 alz) _ <b11a11 + bi2051  bi104; + b12a22>
b1 byy) \G21 Az by1a11 + b22a31  ba1a42 + byzay;
Isto é, o elemento ¢, ha matriz produto é a soma do produto dos elementos na iésima linha do
fator esquerdo e o elemento correspondente da jésima coluna do fato da direita. A multiplicacdo
¢ associativa, mas nem sempre € comutativa. Cayley (1858) indicou que uma matriz m X n s0
pode ser multiplicada por uma matriz n X p.

e Matriz inversa: dada a matriz
a b ¢
a b
all bII CII

0,V 0,V 8,V
8,V 8,V 8,,V
.V 8,V 8,V

A inversa é dada por

na qual V é o determinante da matriz e d,.V € o co-fator de x neste determinante, isto &, 0 menor
principal de x com o simbolo apropriado. N&o encontramos registros da definicdo dada por
Cayley sobre co-fator, entendemos entdo que o procedimento registrado acima € o célculo da

matriz inversa por meio da Matriz Adjunta, a qual é a transposta da matriz dos co-fatores.
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Katz (2008) afirma que Cayley, em seu estudo de 1858, fez uso constante da
analogia entre manipulagdes algébricas ordinarias e aquelas com matrizes, mas observava onde
estas analogias falhavam. Dessa maneira, usando a formula para a inversa de uma matriz 3 x 3,

Cayley escreveu que

“a nocdo de matriz inversa falha completamente quando o determinante desaparece;
a matriz é neste caso dita como indeterminada...também pode se acrescentar de que a
matriz nula é indeterminada, e que o produto de duas matrizes pode ser zero, mesmo
que um dos fatores ndo seja zero, isso se uma ou ambas as matrizes forem
indeterminadas” (Cayley, 1858, apud Katz, 2008).

Cayley também definiu a matriz transposta:
e Matriz Transposta: € aquela em que as linhas e colunas sdo permutadas.
Esta afirmacéo foi feita sem prova (LMN)' = N'M’L’, em que a primeira denota a transposta.
e Matriz simétrica: Se M' = M, entdo M é chamada de simétrica, ou seja, a matriz
é igual a sua transposta. Se M’ = —M, entdo M é assimétrica ou alternada.
Cayley também afirmou que qualquer matriz pode ser expressa como a soma de uma matriz

simétrica com uma assimétrica, entendemos esta afirmacdo dado o que se tem hoje por: M =
S+T,emqueS=-(M+M)eT =-(M—M).
De acordo com Klein (1972), talvez por isso Cayley tenha usado, em 1858, a notacéo

convencional de uma unica letra para matrizes sugerida a ele como resultado do teorema

conhecido como Cayley-Hamilton para o caso de uma matriz 2 x 2

_(a b
M= (c d)
Cayley explicitou este resultado como

det(a_cM dfM)=0

Cayley primeiramente comunicou este “tdo extraordinario” teorema através de uma
carta a Sylvester em novembro de 1857. Em 1858, ele provou isto simplesmente mostrando que
o determinante M? — (a + d)M* + (ad — bc)M° € igual a zero (na qual M° é a matriz
identidade). Determinando a versdo geral essencialmente na forma moderna que M satisfaz a
equacdo em A, det(M — Al) = 0, a equacdo caracteristica, Cayley notou que ele tinha
verificado o teorema para matrizes 3 X 3, no entanto escreveu ainda mais: “Eu ndo tinha
pensado nisso necessariamente para ocupar-me do trabalho de uma prova formal no caso geral
de uma matriz de qualquer grau”. Foi Georg Frobenius que tomou vantagem da inovadora

notacédo de Cayley para dar a prova completa 20 anos mais tarde.
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A motivacdo de Cayley na determinacdo do teorema Cayley-Hamilton foi mostrar
que “qualquer matriz satisfaz uma equacdo algébrica de sua ordem” e, ainda , que qualquer
funcdo racional ou integral de uma matriz pode ser expressa por uma funcéo racional ou integral
de uma ordem no maximo igual a da matriz, exceto unitaria. Cayley prosseguiu para mostrar
que um pode adaptar este resultado até para funcdes irracionais. Em particular, ele mostrou
como calcular L = VM, quando M é uma matriz 2 x 2 como a que foi dada acima. O resultado

é dado da seguinte forma

a+Y b

_ X X
L= c d+Y

X X

Onde X = va + d + 2Vad — bc eY = vad — be. Cayley falhou, contudo, para dar condicGes
para quais os resultados fossem validos. Um argumento similar, novamente depende da
manipulacdo de simbolos sem qualquer consideracdo de casos especiais em que a manipulacéo
falhe, o que permitiu que Cayley trouxesse uma caracterizacgdo falsa de toda matriz L comutativa
com M. Na verdade isso foi muito questionado por Camille Jordan, o que o levou a desenvolver
10 anos depois uma classificagdo fundamental de matrizes, o que conhecemos hoje como forma
candnica de Jordan.

Em um artigo de 1858, Cayley anuncia o que agora é chamado de teorema de
Cayley-Hamilton para uma matriz quadrada de qualquer ordem. No teorema temos que se M €
substituida por x na equacdo caracteristica o resultado da matriz € uma matriz nula. Cayley
afirma que verificou o teorema para uma matrix 3x3 e que a prova ndo é necessaria.

A associacdo de Hamilton neste teorema se da pelo fato de que na introducéo de
Lectures in Quartenions a nocdo de funcdo vetorial linear ' de outro vetor r, implica uma
transformacéo linear de x,y,z para x’,y’,z'. Ele provou que a matriz dessa transformacéo
satisfaz a equacdo caracteristica da matriz, mesmo que ele ndo tenha pensado em termos formais
de matriz.

Outros matematicos encontraram propriedades especiais das raizes caracteristicas
de uma classe de matrizes, Hermite, por exemplo, mostrou que se uma matriz M = M*, em que
M™ ¢é a transposta de uma matriz formada pela substituicdo de cada elemento de M pelo
conjugado complexo (M é chamada de hermitiana), entdo a raiz caracteristica é real. Em 1861,

Clebsch deduziu a partir do teorema de Hermite que uma raiz caracteristica ndo nula de uma
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matriz real assimétrica sdo imaginarios puros. Assim, Arthur Buchheim demonstrou que se M
é simétrica e seus elementos s&o reais, as raizes caracteristicas sdo reais, este resultado ja tinha
sido estabelecido para determinantes por Cauchy. Henry Taber em outro artigo afirmou que se
for evidente
x"—mx™+myx™ % +m, =0

¢ a equacdo caracteristica de qualquer matriz quadrada M, entdo o determinante de M é m,, e
se por um menor principal de uma matriz entendemos o determinante de um menor cuja
diagonal é parte da diagonal principal de M, entdo m; é a soma da iésima linha principal menor.
Em particular, entdo, m,, também € a soma das raizes caracteristicas, é a soma dos elementos
ao longo da diagonal principal. A soma é chamada trago da matriz. As provas das afirmacdes
de Taber foi dada por Willian Henry Metzler.

Frobenius levantou uma questdo em relacdo a equacéo caracteristica. Ele procurou
0 polindbmio minimo, o polindmio de menor grau, que satisfaz a matriz. Ele afirmou que o
polindmio é formado a partir dos fatores do polindmio caracteristico e € Unico. Kurt Hensel
provou a afirmacdo de unicidade de Frobenius apds 1904. No mesmo artigo, Hensel tambem
provou que se f(x) € o polindbmio minimo de uma matriz M e g(x) € qualquer outro polindmio
que satisfez M, entdo f(x) divide g(x).

A nocdo de linha de uma matriz foi introduzida por Frobenius em 1879 ainda em
conexdo com determinantes. Uma matriz com m linhas e n colunas (de ordem m X n) tem
klinhas menores de todas as ordens a partir de A (dos proprios elementos de A) para 0 menor
de dois integrantes m e n inclusive. Uma matriz tem linha r se, e somente se, tem pelo menos
r linhas menores cujo determinante ndo é zero enquanto o determinante de todos 0s menores
de r sdo zero.

Duas matrizes A eB podem ser relacionados de varias maneiras. Elas sdo
equivalentes se existe duas matrizes ndo singulares U eV, tal que A = UBV. Sylvester mostrou
em seu trabalho sobre determinantes que o maior divisor comum d; daiesima linha do menor
determinante de B é igual ao maior divisor comum d; da iesima linha do menor determinante
de A. Assim, H. J. S. Smith, trabalhou com matrizes de elementos integrais, mostrou que cada

matriz A de linha p € equivalente a uma matriz diagonal com elementos hy, h,, ..., h,, abaixo da
diagonal principal tais que h; divide h; + 1. O quociente h; = dq,h, = dz/dl, sdo chamados
de fatores invariantes de A. Além disso, se

hy = pip; .- Di
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(em que 0s p; sdo primos) esses varios p; sdo os divisores elementares de A. Os fatores
invariantes determinam os divisores elementares e reciprocamente.

As ideias de fatores invariantes e divisores elementares tém origem a partir do
trabalho sobre determinante de Sylvester e Weiertrass, foram transferidas para matrizes no
artigo de Frobenius de 1878. O significado dos fatores invariantes e dos divisores elementares
para matrizes €: a matriz A € equivalente a matriz B se, e somente se, tem 0s mesmos divisores
elementares ou fatores invariantes. Frobenius promoveu um trabalho com fatores invariantes
em seu artigo de 1878 e entéo organizou a teoria dos fatores invariantes e divisores elementares
de forma ldgica.

O trabalho de 1878 habilitou Frobenius a dar a primeira prova geral do teorema de
Cayley-Hamilton e para modificar o teorema quando algumas das raizes caracteristicas da
matriz sdo iguais. Nesse mesmo artigo ele também mostrou que quando AB~! = B~14, neste
caso existe um quociente A/B sem ambiguidade, portanto (A/B)"1=B/A e (A™)T =
(AT)~1, em que AT é a transposta de A.

O assunto da matriz ortogonal tem recebido consideravel atencdo. Apesar de que o
termo usado por Hermite em 1854. Uma matriz M é ortogonal se esta é igual a inversa da
transposta, isto é, se M = (MT)~1. Além da definicdo, Frobenius provou que se S é uma matriz
simétrica e T uma ndo simétrica, uma matriz ortogonal pode ser sempre escrita na forma (S —
T)/(S+ T)oumaissimples (I = T)/(I +T).

Autovalores e Autovetores

De acordo com Katz (2008) a classificacdo de Jordan ndo depende da manipulagéo
formal de matrizes, mas da teoria espectral, os resultados circundam o conceito de autovalores.
Na terminologia moderna, um autovalor de uma matriz é a solugédo A tanto da equacdo matricial
AX = AX,onde A é umamatrizn X ne X é umamatrizn X 1, quanto XA = AX, onde A € uma
matriz n X n e X é uma matriz 1 X n. Um autovetor correspondente ao autovalor 1 € um vetor
X que satisfaz a mesma equacéo. Esses conceitos, em sua origem e depois do desenvolvimento,
eram independentes da teoria das matrizes; eles nasceram de um estudo de varias ideias que
recentemente foram incluidas na teoria. Portanto, o contexto do periodo dos primeiros
problemas de autovalores surgiram durante o século XVIII foram os da solugédo dos sistemas

de equac0es diferenciais lineares com coeficientes constantes.
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D’Alambert, em problemas datados de 1743 a 1758, e motivado pela consideragédo
de movimento de uma corda, com um numero de massa finito (aqui reduzido para simplesmente

3), considerou o sistema

d?y;
}271 + z agyr=0i=123
k=1

Para resolver este sistema, ele multiplicou a iésima equacao por uma constante v; para cada i e

somou as equagdes para obter
3

dzy

i= i,k=1

Se 0s v; sdo entdo escolhidos entdo Y'>_, v; a; + Av, = O parak = 1,2,3, isto &, se (v, V5, V3)
sdo autovetores correspondentes ao autovalor - A para uma matriz A = (a;;), a substituicdo
u = vy, + vy, + v3y; reduz o sistema original para uma equagéo diferencial

d2

Pz +Au=0
Uma equacao que, apos o trabalho de Euler sobre equac@es diferenciais, é facilmente resolvida
e leva a solucdo para trés y;. Um estudo de trés equacdes em que isso aparece, mostra que A €
determinado por uma equacdo cubica com trés raizes. D’Alembert percebeu que para as
solucdes terem um sentido fisico elas devem levar o limite t — oo. Isso somente seria verdade
contato que os trés valores de A fossem distintos, reais e positivos.

Katz (2008) também afirma que foi Cauchy quem primeiramente resolveu o
problema de determinar num caso especial a natureza dos autovalores a partir da natureza da
prépria matriz (a;,). Em toda probabilidade, ele ndo foi influenciado pelo trabalho de
D’Alembert sobre equacdes diferenciais, mas pelos trabalhos de superficies quadradas, um
estudo necessario como parte da geometria analitica que Cauchy estava ensinando desde 1815
na Ecole Politechnique. Uma superficie quadrada (com origem no centro) é dada pela equacio
f(x,y,z) = K, em que f é uma forma de ternario quadratico. Para classificar tais superficies,
Cauchy precisava encontrar uma transformacgéo de coordenadas com as quais f é convertida
para uma soma ou diferenca de quadrados. Em termos geométricos, esse problema consiste
encontrar um novo conjunto de eixos ortogonais num espaco tridimensional que expresse a

superficie. No entanto, Cauchy generalizou o problema para formas quadradas com n variaveis,
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os coeficientes com os quais pode se escrever uma matriz simétrica. Por exemplo, o binério

quadratico ax® + 2bxy + cy* determina a matriz simétrica

(5 2

O objetivo de Cauchy era encontrar uma substituicdo linear em que as variaveis resulta numa
matriz diagonal, um objetivo que ele alcangou em seu artigo de 1829. Devido os detalhes no
caso geral sdo relativamente envolvidos e devido a esséncia da prova de Cauchy é
aparentemente para o caso de duas variaveis, este € 0 caso que estamos considerando aqui.
Para encontrar a substituicdo linear que converta a forma quadratica f(x,y) =
ax® + 2bxy + cy® numa soma de matrizes, é necessario encontrar 0 maximo e o minimo de
f (x,y) sujeito a condigdo x* + y* = 1. O ponto em que ocorre um valor maximo de f é entdo
um ponto no circulo unitario que também se encontra na extremidade de um eixo de um membro
da familia de elipses (ou hipérboles) descritas pela equacéo f (x,y) = k. Se tragarmos uma reta
da origem a este ponto, tanto o eixo como a perpendicular a esta reta apresentard uma equacao
que contem somente os quadrados das variaveis. Pelo principio dos multiplicadores de

Lagrange, os valores extremos ocorrem quando as razoes f,/2x ef, /2y sdo iguais. Definindo

cada uma dessas igualadas a A nos da as duas equacdes

ax +by
——— =3 and
X ¥

bx 4+ cy .

A

As quais podem ser reescritas como um sistema
(a—A)x+by=0
bx + (c— )y =0.
Cauchy sabia que para que a solucao deste sistema nao fosse trivial o determinante
deveria ser zero, isto é, (a — 1)(c — 1) — b? = 0. Na terminologia de matriz esta equacio é a
equacdo caracteristica det(4 — AI) = 0, a equacao que Cayley tratou 30 anos depois.
Para ver como as raizes da equacao caracteristica diagonalizamuma matriz, sejamA,
el, essas raizes e (x1,y1), (X2, ¥2) sejam as solucdo correspondentes para x e y. Assim,
(a—2A)x, +by; =0e(a—2A,)x, + by, =0

Se multiplicarmos a primeira por x,, a segunda por x;, e subtrai-las, resultard na
seguinte equacéo

(A2 = A)x1x3 + b(y1x2 — x1¥,) =0
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Analogamente, iniciando com as duas equac@es envolvendo ¢ — A, uma resulta na
equacao
b(y2x1 —y1x2) + (A2 — Ay, =0
Somando essas duas equagdes temos
(A2 = 4 (x1x2 + y1y2) =0
Portanto, se 4; # 4, (e isso com certeza é verdadeiro no caso considerado, a menos
que na forma original ela ja seja diagonal) entéo x,x, + y;y, = 0. Pois, (x1,y1),(x2,y,) sdo
apenas determinados para um valor multiplo constante o qual pode ser arranjado para ter x> +
y* = 1ex?, + y*, = 1. Na terminologia moderna, a substituicéo linear
X =Xu + XU
Y =yiu+ y,v
é ortogonal. Calcula-se facilmente que a nova forma quadratica originada a partir desta
substituicdo é A, u® + 1,v* como se desejava. 1,e4, sdo reais como assumido, caso contrario,
seriam complexos conjugados uns dos outros. Neste caso, x, poderia ser o conjugado de x, e
y; de y,, e x;x, + y;y, ndo poderia ser zero. Cauchy mostrou, portanto, que todos autovalores
de uma matriz simétrica séo reais e pelo menos neste caso em que eles sdo diferentes, a matriz

pode ser diagonalizavel utilizando a substitui¢do ortogonal.
FORMAS CANONICAS

De acordo com Katz (2008), os argumentos basicos do trabalho de Cauchy forneceu
0 inicio de uma extensa teoria que trata de autovalores de varios tipos de matrizes e com forma
candnica. Em geral, no entanto, ao longo do século XIX esses resultados foram todos escritos
na forma de termos e ndo de matrizes. Formas quadradas levam a matrizes simétricas. O caso

mais geral de forma bilineares, funcbes de 2n varidveis da forma

n

Z aijXiyj

ij=1

levam a matriz quadrada genérica.
A parte mais influente da teoria das formas foi praticado por Camille Jordan em seu
Traité des substituition. Jordan trouxe o problema das classificacbes, ndo pelo estudo das

formas bilineares, mas pelo estudo das proprias substituicdes lineares. ele fez um estudo
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detalhado do trabalho de Galois sobre a solugdo de equagOes algébricas e especialmente seu
trabalho sobre solugdes de equacgdes do primeiro grau. A solucdo envolve o estudo de
substituicdo linear nestas raizes, substituicdes em que os coeficientes podem ser considerados
elementos de um campo finito de ordem p. A substituicdo de x4, x5, ..., x,, pode ser expressa
em termos de uma matriz A. Em outras palavras, se X representa uma matriz n X 1 das raizes
x;, entdo a substituicdo pode ser escrita comoX = AX (mod p). O objetivo de Jordan era
encontrar o que ele chamava de “transformacdo de indices”, assim a substituicdo poderia ser
expressa em termos que eram tdo simples quanto possiveis. Na notacdo de matriz, significa que
ele procurava uma matriz Pn X n invertivel em que PA = DP, em que D fosse a matriz mais
simples. Portanto, se Y = PX, entdo PAP~! = PAX = DPX = DY e a substituicdo em Y é
simples. Usando o polindbmio caracteristico para A, Jordan notou que se todas as raizes de
det(A — AI) = 0 sdo distintas, entdo D pode se transformada em diagonal, com os elementos
diagonais sendo autovalores. Por outro lado, se elas sdo raizes multiplas, Jordan mostrou que a

substituicdo pode ser encontrada como resultando em D, que sdo séries

D, 0 0 - O
0 D, 0 - 0
o 0 0 - D,
em que cada série D; € uma matriz na forma
A0 O - 0 O
A A4 0 « 0 0
0 0 0 - A A

E A; # 0 (mod p) é uma raiz do polindbmio caracteristico. A forma candnica conhecida como
forma de Jordan, em que os valores A; fora da diagonal principal de uma matriz sdo todos
substituidos por 1, foram introduzidos por Jordan em 1871, quando ele percebeu que esse
método podia ser aplicado para solugdo de sistemas de equacOes lineares diferenciais cujos
coeficientes, ao invés de serem tomados de um campo p elementos, sdo numeros reais ou
complexos. Portanto, Jordan retomou cem anos depois o trabalho de D’ Alembert, para a origem
da complexa entrada de ideias associadas a autovalores de uma matriz.

Jordan nunca utilizou a notacdo de uma Unica letra de Cayley para representar uma
substituicdo linear. Foi Frobenius que em 1878 combinou as ideias de varios de seus
predecessores na primeira monografia completa de teoria das matrizes. Em particular,

Frobenius tratou com varios tipos de relacdo entre matrizes. Por exemplo, ele definiu que duas
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matrizes A eB sdo similares se elas sdo invertiveis em P, tal que B = P~1AP e congruentes se
existe P com B = PtAP, em que P! é a transposta de P. Ele mostrou que quando duas matrizes
simétricas sdo similares, a matriz transformacdo P pode ser ortogonal, isto €, aquela em que a
inversa é igual a transposta. Frobenius fez entdo um estudo detalhado sobre matrizes ortogonais
e mostrou, entre outras coisas, que seus autovalores eram complexos de valor absoluto 1.
Frobenius concluiu seu artigo mostrando a relacao entre sua teoria de matriz simbdlica e a teoria
dos quartenions. Isto é, ele determinou quatro matrizes 2 X 2 na qual a dlgebra é a precisamente

de quantidades 1, i, j e k da algebra quarténios.
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AS OPERACOES ARITMETICAS FUNDAMENTAIS AO LONGO DA HISTORIA

Benedita das Gragas Sardinha da Silva
Neusa de Oliveira Santos
Pedro Franco de Sa
RESUMO

O objetivo deste texto é apresentar uma revisdo histérica do surgimento das operacdes aritméticas
fundamentais adicdo, subtragdo, multiplicacéo e divisdo. E uma pesquisa bibliografica, em que textos
de referéncia da Histéria da Matematica apontaram que as civilizagdes egipcia, babilbnica, grega,
romana e indiana, no decorrer da histéria da construcdo de seus sistemas de numeragdo, encontraram
sérias dificuldades em operar algoritmicamente com seus simbolos o que 0s levou a recorrer por muito
tempo ao &4baco como instrumento de calculo. Posteriormente, tais civilizagOes, desenvolveram métodos
ou técnicas para realizar operages aritméticas, com algumas dificuldades, mas, em determinados casos,
com muita proximidade a forma utilizada atualmente.

Palavras-chave: Historia da Matematica. Operacdes aritméticas fundamentais. Abaco. Ensino de
Matematica.

INTRODUCAO

Hoje em dia as operacdes aritméticas sdo comumente trabalhadas nas escolas desde o
inicio da escolarizagdo basica. Durante este processo sao apresentadas regras, processos, regras
operatorias, simbolos e ideias variadas envolvendo quantidades e combinagdes das mesmas. E
comum que muitas das regras operatorias apresentadas sejam apresentadas sem uma conexao
com seu surgimento ou mesmo origem histérica. Tal fato provoca, em algumas situacdes,
questionamentos do tipo quem inventou isto? Como esta regra foi construida?

Nesta producdo, partimos do principio que as respostas para estas perguntas poderiam
ser sanadas se, comumente, fosse utilizada, em sala de aula, a histéria da Matematica,
compreendendo-a como uma metodologia de ensino capaz de tornar Matematica mais atrativa
e desafiante. Para Lara (2013, p. 56) ao propor a utilizacdo da Historia da Matematica em sala
de aula, o professor podera optar por alguns caminhos, entre eles:

[...] propor ao estudante que pesquise sobre a constitui¢do historica de determinado
conceito ou modelo; abordar determinado conceito ou modelo a partir da perspectiva
de uma determinada civilizacdo; ter em vista que o estudante investigue sobre os
conhecimentos matematicos gerados por uma determinada civilizagéo.

Quando tratamos de operagdes aritméticas, € necessario ponderar que desde a pre-

historia o0 ser humano, mesmo antes de desenvolver os simbolos numéricos, ja utilizava as
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nocBes de operagdes aritméticas em suas atividades cotidianas, por meio da relagéo biunivoca,
fazendo entalhes em 0ssos e pedagos de madeira, relacionando cada animal de seu rebanho a
um entalhe. (IFRAH, 1947, p. 24). A cada animal novo que nascia, acrescentava-se um entalhe
no 0sso ou madeira, representando mais um animal no rebanho. Por outro lado, quando em sua
comparacdo entalhe-animal observavam a auséncia de algum animal do rebanho, retirava um
registro. Tacitamente o homem pré-histérico estava lidando com situa¢Ges de adicdo ou
subtracao.

Em termos de registros documentais, Ifrah (1947, p.21) indica que:

A analise de multiplos documentos etnograficos provenientes de diversas regifes da
Africa, Oceania e América revela que varias populagdes ‘primitivas’ contemporaneas
possuem técnicas numéricas particulares que lhes permitem, numa certa medida,
efetuar algumas ‘operagdes’.

Contudo, apesar de nogdes como essas desses povos, o referido autor chama a atencédo
para a importancia dos hindus tanto para o desenvolvimento dos numeros, quanto para a
invengdo dos calculos, pois segundo ele, “devemos a civilizagdo indiana a invengdo de nossa
numeracdo decimal de posicdo e nosso zero matematico, além da elaboracdo das bases do
calculo escrito que praticamos em nossos dias” (p. 329).

Neste sentido, o0 presente texto trata de como surgiu e se desenvolveu as operagdes
aritméticas fundamentais (adi¢éo, subtracdo, multiplicacdo e divisao), destacando a importancia
do abaco como instrumento de calculo em épocas que ndo havia registro escrito. Citaremos
também povos que foram importantes nessa descoberta, demarcando evolugdes na utilizacdo

das operaces aritméticas no decorrer da historia.

ABACO - O PRIMEIRO INSTRUMENTO DE CALCULAR

O é&baco como utensilio operatério foi usado por muitas civilizagdes e representou um
grande avanco no desenvolvimento e dominio dos célculos aritméticos, pois, como na época de
sua utilizacdo, os sistemas de numerac¢éo ainda ndo estavam consolidados e, consequentemente,
ainda eram inoperantes, ele possibilitou a realizacdo dos calculos sem, necessariamente,
representa-los de modo escrito. Para Almeida (1994, p. 120) o “abaco foi muito utilizado na
Europa, nas escolas das catedrais, durante toda a Idade Média, até a implantacdo do célculo

escrito, tornado possivel pela numeracao de posi¢ao”.
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O autor chama atencdo para a importancia do abaco e para a extensdo alcangada em sua

utilizacdo em diversos povos e civilizagdes, pois segundo ele:
Até a revolucdo dos computadores, que ocorre em nossos dias, 0 abaco conservava
uma larga faixa de utilizagdo na India, China, RUssia, Japao e outros paises do Médio-
Oriente. No entanto, ndo se pode falar apenas de um certo abaco. Por exemplo, o
chinés é diferente do japonés (ALMEIDA, 1994, p. 120).

Os Sumeérios por volta do ano 2.700 a 2.300 a.C. abandonaram suas antigas maneiras
arcaica de calcular e criaram seu abaco para realizar operacgdes aritméticas. Nesta civilizagdo o
abaco era um quadro, que apresentava sucessivas colunas para delimitar, no seu sistema
sexagesimal, as ordens de unidades consecutivas. E os calculos eram realizados por meio de
um jogo sutil com auxilio de bilhas ou palitinhos (IFRAH, 1947, p. 507).

Os romanos utilizavam abacos em tabuas ou pranchas, onde eram representadas as
poténcias de 10 partindo da direita para a esquerda, colocando nas diversas colunas em questéo
tantas fichas quantas unidades havia em cada ordem considerada. Para realizar a adig&o,
inicialmente os nameros eram figurados no dbaco com pedra ou ficha e, na realizacdo da
operacdo, se uma dada soma atingisse ou ultrapassasse a dezena, substituia-se, dez dessas pecas,
por outra na coluna a esquerda (ordem das dezenas). E nesta ordem se alcancasse ou excedesse
dez seria substituida por outra que representasse a centena e assim sucessivamente. No século
I a. C. esta civilizacdo também usava o abaco de cera, instrumento de célculo portatil que
poderia ser levado nas costas. Era uma prancheta de 0sso ou madeira, coberto por uma camada
fina de cera negra delimitada por colunas sucessivas, em que os algarismos eram tracados com
estilete de ferro” (IFRAH, 1997, p. 514 e 518).

Ainda no século | a.C., certos calculadores romanos da antiguidade usavam uma
verdadeira calculadora portatil, conhecida como &baco de bolso. Consistia em uma pequena
plaqueta metalica, com algumas ranhuras paralelas, associadas cada uma as ordens decimais,
ao longo dos quais resvalavam botdes moveis do mesmo tamanho (IFRAH, 1994, p. 121). A

seguir um modelo desse instrumento de calculo romano.
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Figura 1 - dbaco de bolso

Abaco romano *‘de bolso”.

Caiculador romano usando um abaco portéatil.
Extraido de um baixo-relevo do século 1.

Fonte: Ifrah (1994, p. 121)

Os sabios indianos também utilizaram este instrumento para efetuar operacgoes.

De fato, mesmo antes de inventar o antecessor de nosso calculo atual, os sabios hindus
conseguiram arranjar-se durante muito tempo com 0s meios de que dispunham. E
como para todos os calculadores do mundo antigo, as insuficiéncias de sua numeracéo
escrita inicial os levaram, num primeiro momento, a recorrer a instrumentos
aritméticos como o abaco ou ‘tdbuas de contar’ (IFRAH, 1994, p. 278).

O abaco de coluna indiano era desenhado sobre areia fina, sendo a primeira coluna da
direita associada as unidades simples, a seguinte as dezenas, a terceira as centenas e assim por
diante. Para representar os nimeros ndo utilizavam pedrinha ou outro objeto, mas 0s nove
primeiros simbolos de sua notagcdo numeérica. E durante a execucao da operagdo, apagava-se 0
namero toda vez que o algarismo era transportado (IFRAH, 1994, p. 279).

Este modelo apresentava limitacbes por ndo possibilitar a verificacdo de erros,
cometidos durante a execucdo dos célculos e exigir a memorizacdo dos valores que eram
apagados. Mediante tal obstaculo, indianos e arabes desenvolveram outra pratica sem
apagamento, que permitia escrever por baixo os calculos intermediarios, sem precisar apaga-
los e isso permitia averiguar qualquer erro cometido durante o desenvolvimento do célculo.
Ainda assim, ao final da operacdo as inscricdes ficavam sobrecarregadas e acarretavam
dificuldades na compreensdo dos procedimentos pelos cidaddos comuns, tornando essas
habilidades alcancaveis apenas aos calculadores abacistas (IFRAH, 1947, p. 515-516).

A solucdo para esta ltima dificuldade foi pensada a partir da utilizagdo do quadro negro
e giz, pois além de ser um meio menos oneroso que a pluma e o papel, possibilitava aos
calculadores indianos e a seus sucessores arabes e europeus, agir livremente e usar sua
criatividade para simplificar as regras operatdrias e, consequentemente, obter técnicas que

contribuissem para o nascimento do célculo escrito atual (IFRAH, 1947, p. 516).
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Nota-se que este instrumento facilitou os calculos aritméticos de varias civilizagdes e
deram os primeiros passos para desenvolvimento das operacdes aritméticos atuais. Nota-se que
este instrumento facilitou os calculos aritméticos de varias civilizacbes e deram 0s primeiros
passos para desenvolvimento das operacfes aritméticos atuais. As contribui¢cbes do abaco
foram t&o relevantes, que até hoje, apesar do desenvolvimento da escrita e formas modernas de
operar, ele ainda € adotado por muitas escolas como recurso pedagogico, capaz de facilitar o
ensino-aprendizagem do valor posicional e das operacdes aritméticas fundamentais. A seguir

abordaremos o surgimento dessas operacGes em algumas civilizagdes.

A ADICAO

Desde o periodo da pré-historia da aritmética varias civilizacdes ja usavam o principio
aditivo tanto na construcdo dos simbolos numeéricos, quanto nos calculos. No comeco de sua
historia as civilizagbes egipcia, suméria, babildnica, grega, maia, entre outras, adquiriram o
habito de anotar os nove primeiros nimeros inteiros pela repeticdo de simbolos como: tragos
verticais, circulos e pontos para representar a unidade. Entretanto abandonaram este principio
ao observarem que nimeros superiores a quatro dificultavam, ao olho de um “leitor apressado”,
a adicdo imediata das unidades correspondentes. Com o intuito de amenizar tal problema, os
egipcios e os cretenses agruparam seus algarismos-unidades pelo processo da decomposi¢édo
(IFRAH, 1994, p. 23). Vejamos o0 processo de agrupamento no exemplo a seguir:

Quadro 1 - primeiras adigoes.
L T L L T T VT TR VT VR T
I T e T

12 3 4 5 6 7 8 9
(3+2) (3+3) (4+3) (4+4) (5+4)
Fonte: Ifrah,( 1994, p. 23)

E ainda segundo Struik (1992, p. 31), a medida que o conceito de numero foi se
alargando, a composicao de niumeros maiores foi se formando primeiro por adicdo, em que 0 3
era representado pela adicdo de 2 mais 1, 0 4 por 2 mais 2 e 0 5 por 3 mais 2. Em se tratando
da regra de somar inteiros, Almeida (1994, p. 123) pontua que foi a primeira arte da aritmética.
E para Contador (2006, p. 122), a adigdo € a operagdo aritmética mais simples, dela derivam
todas as outras, pois adicionar ou somar faz parte da no¢do de nimeros naturais, ja que na

passagem de um numero para outro sucessivo, soma-se a unidade.
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A Historia revela que tanto o nome das opera¢fes quanto os simbolos usados para
representar a operagao adigéo, sofreram transformacdes. Smith (1925, p. 88-89) indica algumas

dessas mudancas, segundo ele:

O nome da operacdo que chamamos adi¢do teve suas vicissitudes. Um escritor do i3th
século, por exemplo, usou "agregacdo" em vez. Escrevendo sobre o ano de 1200,
Fibonacci usou "composicdo "e "colecdo”, bem como "adi¢cdo". Quase um século
depois Fibonacci o mais antigo algarismo francés (c. 1275) usando "montar" para
"adicionar", e dois séculos mais tarde, a primeira aritmética impressa usava ‘juntar’.

Em relagdo aos simbolos utilizados para representar a adi¢do, Contador (2006, p. 121)

apresenta algumas variantes simbolicas encontradas em alguns escritos e autores de referéncia.

Quadro 2 - Simbolos da adi¢do

Obra Autor Periodo Simbolo
Papiro de Rhind - Século XVIII A
- Diofanto de
Alexandria 2504.C. /
- Egipcios Século X1d.C. A
- Hindus Século XI d.C. Ya
Fibonacci Italia 1202 Plus
Fibonacci - Século XVI Poup
- Europa - et (mais)
- Alemanha 1456 + derivado de t
- - 1489 o T
Viete - 1591 .y
Viete - 1563 —+—e "F
- - 1809 b
Roben Fludd - - -p (para p|us)

Fonte: Contador (2006, p. 121)

Adicao Egipcia
Os egipcios realizavam seus calculos por meio de seu sistema de numeracdo de base
dez, em que simbolos individuais eram usados para representar as poténcias sucessivas de 10

até 1.000.000, como mostrado a seguir.
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Figura 2 - nimeros egipcios

;g; Qe 2;_ e
1 000 i i T i
10 000 1 ﬂ 0 )
100 000 S . P K
1 000 000 & Fiyg ;’ iy

Fonte: Ifrah (1994, p. 158)

Na realizacdo do célculo, inicialmente eram justapostas as representacdes dos nimeros
a somar, da esquerda para a direita em ordem crescente. Em seguida eram reunidos
(mentalmente) os nameros idénticos, substituindo dez simbolos de uma categoria pelo
algarismo da classe decimal imediatamente superior. Para adicionar 1.729 a 696, por exemplo,
apos superpor as representacdes dos nimeros correspondentes agrupavam-se as barras verticais
(unidades), as asas (dezenas), as aspirais (centenas) e as flores (milhares) de 16tus. Em seguida,
substituiam-se dez tracos por uma asa, dez asas por uma espiral e dez espirais por uma flor de
I6tus (IFRAH, 1994, p. 166 e 167). E sucessivamente apos estas redugdes, obtinha-se a solucdo

da operacgdo, como mostra a figura a seguir.

Figura 3 - adicdo egipcia
f‘f%%?9
n 299

299

1729 I

1
9

I

1000

n nnn
o= il AR

292

6

S0

600

= 2425 W

S

nn 9999 11

Fonte: Ifrah (1994, p. 167)

Como vemos, estd forma de organizar e operar com a adi¢do é muito semelhante a usada

hoje, diferindo apenas nos simbolos usados e na forma de dispd-los, da esquerda para a direita.
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Adicdo Romana
Os Romanos, segundo Fossa (2010, p. 264), faziam célculos na operacdo adicdo da

seguinte maneira:

DCCCLXIV —» 864
CCCLXXIX —* T379
DDCCXXXXIII 1243
MCCXLIII

Inicialmente eram agrupados cinco C formando um D e dois L para obter um C. Em
seguida era necessario decodificar o principio subtrativo para o IV e IX passando uma unidade
do IV para o IX, obtendo uma dezena X e 11l unidades. E por fim, juntava-se os DD, para obter
um M e 0s XXXX formavam uma nova combinacdo que era XL, usando novamente o principio
subtrativo. Conforme observado neste exemplo, 0s numerais romanos apresentavam
complicag¢des na execucdo de seus calculos. O que demonstra que “um povo que atingiu em
poucos séculos um elevado nivel técnico conservou, curiosamente, durante toda a sua existéncia
um sistema inutilmente complicado, ndo operat6rio e comportando um arcaismo de pensamento
caracteristico” (IFRAH, 1994, p. 186).

Assim, a operacdo de adigdo, embora seja compreendida na atualidade como a mais
simples das operacdes elementares, por possuir a ideia de adicionar quantidades para formar
um todo, ela passou por uma série de mudancas em sua nomenclatura e seus sinais
representativos para chegar a forma sistematizada que temos hoje. Enfatiza-se também que o
ser humano, a partir de suas necessidades registravam seus bens, animais, entre outros produtos.
E quanto aos animais, a medida que nasciam novos, ele o acrescentava em seus registros como
forma de controle. No entanto quando faltava ou morria um de seus animais, ele retirava dos

registros de controle. Dai surge a ideia de subtracdo, que é a operacdo que trataremos a seguir.
SUBTRACAO
Assim como a adigdo, a subtracdo também sofreu transformacBes tanto em sua

nomenclatura, quanto nos simbolos usados para representa-la. Smith (1925, p. 94) a esse

respeito salienta que
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Tal como acontece com adicéo, assim com subtracdo, 0 nome do processo e 0S nomes
dos nimeros utilizados tém variado muito e ndo sdo liquidados até agora. Fora a
escola, os termos técnicos da aritmética sdo raramente ouvido. Quando ouvimos uma
declaracdo como "Deduzir o que eu devo e me pagar o resto", ouvimos dois termos
de longa idade utilizados em vez das palavras menos satisfatorios ‘subtrair’ e
‘diferenga’.

O trecho acima, afirma que outrora, as nomenclaturas utilizadas na subtracdo, eram
pouco conhecidas em espacos ndo escolares, principalmente por considerar que por muito
tempo s6 as pessoas de um melhor poder econdmico tinham acesso ao conhecimento,
especialmente as relacionadas a matematica. Na atualidade algumas dessas expressdes ja sao
mais conhecidas na sociedade em geral. Conforme mencionada anteriormente, as
nomenclaturas e os simbolos utilizados na operacao subtracdo sofreram alteracdes no decorrer
da histéria da matematica. Contador (2006, p. 122) ratifica tais afirmac6es apontando algumas

mudancas ocorridas nessas simbologias.

Quadro 3 - simbolos da adi¢do

Documento Autor/civilizacéo Periodo Simbolo
- - 535 -
Papiro de Rhind - - L
- Egipcios - A
- Diofanto de - A
Alexandria
- india XI Ponto acima do
numero
- Italia Século XVI minus (menos)
- Italia Posterior ao século m ou m
XVI
- - 1602 + e
- - 1809 C
Robert Fludd - - M (para minus)

Fonte: Contador (2006, p. 122)

O simbolo da operacdo subtracéo teve sua primeira publicacdo em 1489, pelo professor
Alemédo Johann Widman, no livro Rechnung Auf Allen Kauffmanschafft. Este registro
impresso, trata- se de uma aritmética comercial, cujos sinais + e — indicavam excesso ou
deficiéncia nas medidas. E em 1494, Luca Pacioli, escreve a primeira edicdo do Summa de
arithimetica, geométrica, proportioni et proportionalita, em que sdo utilizadas abreviacGes
como: p de piu (mais), para representar a operacdo adi¢cdo e m de meno (menos) para indicar a
operacéo subtracdo (CONTADOR, 2006, p. 122-123)
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Fernandes (1555, Apud Almeida 1994, p.125), apresenta a operacao subtracdo tambem
chamada pelo autor de restar ou diminuir e que, é a segunda regra de aritmética. Define que
subtrair é tirar um numero de outro de modo que o primeiro fica diminuido do que dantes era.
O enunciado desta operacao poderia ser: Quem de 40 tira 20, quantos restam? Ressalta-se que
nessa época ndo se conhecia 0s numeros negativos. Entretanto o autor apresenta o seguinte

exemplo:

Um homem me deve 24.850 reaes e pagou-me 28429 reaes. Pergunto: quanto me resta
a dever? E porque como vos ja atras disse muitas vezes se acontece que, para
embaracar uma pessoa se ddo semelhantes contas como esta, em que é maior o nimero
de baixo do que o de cima, por vos avisar [...] respondais logo que a razao néo se pode
fazer. Antes por razdo o devedor pagou mais a seu credor do que lhe devia, e se pode
fazer. Antes por razdo o devedor pagou mais a seu credor do que Ihe devia, e se quereis
saber quanto o credor resta a dever ao devedor, mudareis 0s nimeros: 0 maior em
cima, e 0 menor em baixo [...] depois de mudados seguireis a regra direita de diminuir
como nas contas passadas vos mostrei. (p. 126)

Subtracéo Egipcia

Assim como a adicdo, a subtracdo era realizada contando os simbolos e fazendo
reagrupamentos, como veremos o exemplo a seguir para efetuar 864 — 379. No primeiro passo,
escreviam-se 0s dois numerais para compara-los. No segundo passo, eliminava-se a mesma
guantidade de simbolos semelhantes de cada expressdo. Sobrando cinco unidades e uma dezena
no subtraendo, uma vez que ndo havia uma quantidade suficiente desses tipos de simbolos no
minuendo. J& no terceiro passo, decompunham, uma centena em dez dezenas, em gque umas
dessas dezenas é decomposta em dez unidades. Assim eliminavam a dezena e as cinco unidades
das duas expressdes, obtendo a resposta final do calculo subtrativo. Entretanto, o referido autor
pontua que o escriba proficiente ndo faria todos esses passos detalhados, mas encurtaria o

trabalho usando alguns célculos mentais.

4 +60 +800
9+70 +300

500

5,10

10 + 90 + 400
5, 10
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i OO 2222 5 +80 + 400

Wi ANNN 2 9
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Subtracdo Romana
Com o objetivo de permitir aos leitores informacgdes e condi¢cbes de comparar 0S

calculos da civilizagdo egipcia com a da civilizagdo Romana apresentaremos 0s mesmos

calculos com os simbolos Romanos. Assim para, 864 — 379, temos:

DCCCLXIV 500 +300+50+10+4
CCCLXXIX 300+50+20+9
DIV 500 +4

XIX 10+9
CCCCLXXXXXIV 4000 +50+50 +4
XVIV 10+5+4
CCCCLXXXV 4000+50+30+5

Primeiramente, eliminavam o que era comum as duas expressoes, depois decompunham
0 D em LXXXXX, que é a forma conveniente, pois havia um X no minuendo; o valor XXXXX
— X resultava mentalmente em XXXX, e, a0 mesmo tempo, decompunham o IX em VIV,
considerando que havia um IV, também no minuendo. Por ultimo faziam X - IV que resultava

em V. Os proficientes nos calculos faziam bom uso desse tipo de aritmética mental.
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Observa-se que os célculos com os simbolos romanos eram mais trabalhosos, exigiam
bastante da memoria dos calculadores para decodificar resultados de alguns passos que foram
feitos mentalmente.

E em relacdo a operacdo multiplicacdo assim que encontraram os primeiros simbolos
para representar as pequenas quantidades, perceberam que existia repeticdo de simbolos para
representar as quantidades iguais, entdo passaram a agrupé-las. E € dessa ideia que surge a

terceira operacao aritmética, a multiplicacdo, que trataremos a seguir.

MULTIPLICACAO

De acordo com Almeida (1994, p. 130) “a multiplicagdo ¢ a mais bem estudada e
documentada das quatro operagdes aritméticas”. Muitos sdo 0S registros escritos que se tem
acerca dos distintos métodos utilizados por determinadas civilizacbes na realizacdo de seus
calculos, pois, desde a utilizacdo do &baco, até os registros escritos dos calculos, algumas
técnicas foram desenvolvidas pelos arabes, hindus, egipcios, babilénicos e outros povos com
intenso conhecimento matematico.

Uma dessas técnicas iniciais no desenvolvimento desta operagdo era realizar a
multiplicacdo pela repeti¢do sucessiva da adigdo. Smith (1925, p. 101) descreve que a ideia
geral da multiplicagdo surgiu nessa perspectiva, pois segundo ele “assim como a adi¢ao ¢ um
dispositivo para a obtencdo de resultados que poderiam ser alcancados pelo mais trabalhoso
método de contagem, de tal modo que a multiplicacdo foi desenvolvida como um resumo de
adigao”.

Em relagdo a notacdo adotada para simbolizara operacdo multiplicacdo, Contador (2006,
123-124) exibe vérias representacdes:

Quadro 4 - Simbolos de divisdo

Documento Autor/civilizacio Ano Simbolo
- Francois Viete 1540 in
Deutsche Arithmetica Stifel 1545 M
Obra Mirifici logarithmorum John Napier 1600 X

(sobre logaritmo)

Traducéo da obra Edward Wright (traducéo

Mirifici logarithmorum | da obra de John Napier) 1618 X
- René Descartes 1637 M
- Leibniz - N
- Christian Wolf (1679- -
1754)
- Alemanha 1809 D
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- - Italia +

- - Londres —

- 1633 (usado por Leibniz em - 2 (derivado da
1666) letra C)

Fonte: Contador (2006, p. 123 e 124)

A utilizacdo do simbolo x na obra traduzida de Napier era diferente da forma como
usamos atualmente. O exemplo a seguir mostra a multiplicacdo de 63 por 18, em que, apesar
do x estd entre os dois fatores, ndo muda a forma de multiplicar usada hoje, somente a
localizagdo do simbolo é situada em local diferente. Neste caso a multiplicacdo néo era feita
entre os algarismos das extremidades e sim o produto do algarismo da unidade do multiplicador
por todos do multiplicando (8 x 61); depois o algarismo da dezena por todos do multiplicando
(1 x 63) e por fim somando esses valores.

X o

Multiplicacédo Babil6nica

Os babildnicos dispunham de um sistema numeérico constituido “[...] com dois simbolos
basicos, uma cunha vertical, que apresenta 1, e uma cunha angular, que significa 10” (AABOE,
2013, p.5). Com apenas esses dois simbolos eram possiveis representar qualquer quantidade,
pois o valor de cada simbolo variava de acordo com a posicao, isto é, com a ordem gque ocupava
na composi¢do do numero (ALMEIDA, 2011, p. 48). Assim, 0s nimeros de 1 a 59 eram
representados pelo principio aditivo, repetindo os dois simbolos tantas vezes quantas fossem
necessarias e formavam as unidades simples ou unidades da 12 ordem.

A partir de 60 usava-se o sistema posicional de base sessenta mudando o valor do
simbolo de acordo com a ordem ocupada. Assim sendo, os maltiplos de 60 constituiam as
unidades da 22 ordem; os multiplos de 602 correspondiam as unidades da 32 ordem; os de 60°
formavam as unidades da 42 ordem e assim por diante. O quadro 5 apresenta os simbolos
correspondentes aos nimeros da primeira ordem do sistema numeérico babilénico. E o quadro 6

mostra exemplos de nimeros pertencentes a outras ordens considerando o valor posicional.
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Quadro 5 - Simbolos babilénicos para nimeros de 1 até 59

PT | LT | 2 KT |5 4T o ET |5 KT
2 I | 2 < | 2 €Y |2 &IV |0 W |52 &Y
ST | s T | 25 CTIT | 35 T | KUY | ey
sF| 14| 20 | 3¢ T |« KT P4
s | s | 5| s <K 45&W Sséw
6W ls(m 26((?” 36 «m mé'm Sﬁém
| (| T | «F | KT . B
S A AR AR AT

ST | o< | =T | T |0 | ST
10 20 €€ 30 40 é’ 50 4 sgéﬁ

Fonte: Almeida (2011, p. 43)

Muitos dos métodos de célculo babil6nicos, desde a utilizagdo do &baco até as tbuas de
multiplicacdo, sdo herdados dos sumérios. A tabua de multiplicacéo possibilitou a simplificacdo
dos calculos ao longo da histdria, pois a construcdo das tabuletas para produtos de nimeros
compreendidos entre 1 e 60 representou 0 primeiro passo para realizacdo da operacdo de
multiplicacdo com este instrumento (IFRAH, 1997, p. 313). A seguir um exemplo de uma tdbua
de multiplicacdo com produtos de 1 a 20 por 25, seguido dos produtos de 20, 30, 40 e 50 por

25.
Quadro 6 - Exemplo de tdbua de multiplicacdo babil6nica

Multiplicando Produto Produto (Simbolos Representacao no sistema
babilénicos) decimal

Y ) 25 «W 25

TY () 2x25=50 Aﬁ 50

T (3) 3x25=75 Y{W 60x 1+ 15[1; 15]
F(4) 4 x 25 =100 v .é’ 60 x 1+ 40 [1 ; 40]

5x25=125 60x2+5[2:;5

W (5) i W [2:3]
W(G) 6 x 25 =150 Y <& 60 x 2 + 30 [2 ; 30]
wm 7x25=175 W &H 60 x 2 + 55 [2 ; 55]
W(s) 8 x 25 = 200 W < 60 x 3+ 20 [3; 20]
¥ (0) 9x25=225 -4 d 60 x 3 + 45 [3 ; 45]
< (10) 10 x 25 = 250 L 60 x 4 + 45 [4; 10]
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<7 (11 11x 25 =275 V‘(«W 60 x 4 + 35 [4 ; 35]
<TY (12) 12 x 25 =300 W 60x5+0[5;0]
T (13) 13 x 25 =325 W'«W 60X 5+ 25[5; 25]
<F (14) 14 x 25 = 350 W‘& 60 x 5+ 50 [5 ; 50]
<% (15) 15 x 25 = 375 = P 60 x 6 + 15 [6 ; 15]
<F¥¥ (16) 16 x 25 = 400 W & 60 x 6 + 40 [6 ; 40]
<17 17 x 25 = 425 $W’ 60x7+5[7;5]
<W(18) 18 x 25 = 450 BF o 60 x 7+ 30 [7 ; 30]
<W(19) 19 x 25 = 475 T L& 60 X 7 +55[7 ; 55]
< (20) 20 x 25 =500 w« 60 x 8 + 20 [8 ; 20]
< (30) 30 x 25 = 750 L TY < 60 x 12 + 30 [12 ; 30]
& (40) 40x25 = 1000 T & 60 x 16 + 40 [16 ; 40]
P23 (50) 50x25= 1250 « 4 60 x 20 + 50 [20 ; 50]

Fonte: adaptado de Ifrah (1997, p. 314)

A tabela de multiplicacdo facilitou também a execucdo da operacdo multiplicacéo,
porque, tendo a tabela, ndo havia a necessidade de um abaco de madeira, bastava tracar linhas
paralelas delimitando as colunas, correspondentes a cada uma das ordens multiplicadas no
sistema sexagesimal em material maleavel, a exemplo da argila, e efetuar os calculos, apagando
os resultados parciais. Ifrah (1997, p. 315-317) apresenta a multiplicacéo babildnica de 692 por
25 com uso da tabua e do dbaco em argila.

O procedimento inicial era tracar na argila trés colunas, indicando a ordem de grandeza
do resultado, sendo a 12 coluna da direita correspondente a ordem das unidades sexagesimal (1
a 59); a 22 coluna correspondente a segunda ordem (60 x 59) e a Ultima coluna da esquerda, a
32 ordem (602 x 59). Deixava-se um espaco a direita dessas colunas para representar a realizacéo

algoritmica.

32 0rdem (60%x59) | 22 Ordem (60x59) | 12 Ordem (1-59)

O produto 692 x 25 é representado em notagdo babilénica por
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[11;32] x 25, pois 692 = 11 x 60 + 32.
%(_J H_J
(22 ordem) (12 ordem)
Em seguida representam-se os algarismos do multiplicando com simbolos cuneiformes

no espaco destinado aos célculos.

32 0rdem (602x59) | 22 Ordem (60x59) | 12 Ordem (1-59) 47 <Y
11 ; 32

Multiplica-se o algarismo da unidade de 12 ordem (numeral 2) por 25, recorrendo a tdbua

de multiplicacdo e o resultado (50), é colocado na coluna das unidades.

32 Ordem (602x59) | 220rdem (60x59) | 12 Ordem (1-59) 47 <Y

4 (50) 11 ; 32

Apaga-se o numeral 2 que ja foi efetuado e procura-se na tdbua de multiplicacdo o
produto 30 x 25. Como o resultado é 750, era representado em simbolos cuneiformes na tabela
por [12 ; 30], jA que 750 = 12 x 60 + 30.

%_} H_J
(22 ordem) (1% ordem)
O valor 30 era colocado na coluna correspondente a ordem das unidades (por ser menor que

60) e 12 na ordem das dezenas (por pertencer a 22 ordem).

320rdem 60%x59) | 220rdem (60x59) | 12 Ordem (1-59) 47 <Y

4 (50) 11 ; 30
< (30)

<TY (12)

Agora se apaga o 30 do espaco destinado aos calculos e escreve-se o 11 que sera
multiplicado por 25. Procurando essa multiplicagdo na tabela, encontra-se [4 ; 35] que
representa 275, pois 275 = 4 x 60 ,+ 35

H_J
(22 ordem) (12 ordem)
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O resultado era decomposto de modo que o 35 era colocado na 22 ordem (pois mudou-
se de ordem para operar com 0 11) e 0 4 na 32 ordem (602).

32 0rdem (60%x59) | 22 Ordem (60x59) | 12 Ordem (1-59)

& (50) 41: lr
<& (30)

<TY (12
F <LK 3

Tendo operado com todos os algarismos do multiplicando, apaga-se o0 11 do quadro
reservado aos célculos e juntam-se os simbolos semelhantes. Na coluna das unidades tinha-se
8 vigas que somados resultaria em 80, ja que cada uma representa 10 unidades. Como esse valor
ultrapassaria 59, que corresponde ao maximo permitido na primeira ordem, agrupam-se 6 vigas
e substituia-se por um prego (uma dezena no sistema numérico babilénico) passando-o para a

ordem seguinte a esquerda (dezena babildnica) e os demais deixava-se na 12 ordem.

32 0rdem (60°x59) | 22 Ordem (60x59) | 12 Ordem (1-59)

<W (12
F W (3

¥ (10

Do mesmo modo, na coluna da 2% ordem havia 4 vigas e 7 pregos e mais 1 prego que
foi transportado da coluna da direita totalizou 4 vigas e 8 pregos. Como esses simbolos
totalizam 48 unidades de 22 ordem, ndo ultrapassando 60, apagam-se essas representacoes e

escreve-se 0 48.

32 Ordem (60°x59) | 22 Ordem (60x59) | 12 Ordem (1-59)

‘é' W (48) W (2)
V (4)
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Como na 32 coluna havia apenas 4 unidades de 32 ordem, ndo havia necessidade de
alterado este valor. Entéo, o passo final era fazer a leitura do resultado, obtendo assim,
[11;32]x25=[4 ; 48 ; 20], que em representacdo decimal

(=4x60% + 48x60 + 20 = 17.300)

Multiplicacédo Indiana

Os hindus eram fascinados pelo trabalho com ndmeros envolvendo operacfes
aritméticas fundamentais e na multiplicacdo escreviam 0s niumeros com unidades menores a
esquerda, operando-os da esquerda para a direita (BOYER, 2010, p. 147). De acordo com Ifrah
(1994, p. 286) por volta do século VI, os hindus desenvolveram um processo de multiplicacdo
“[...] denominado ‘por quadriculagem’ (ou também ‘por quadro’). Depois ele serd transmitido
aos arabes e, por seu intermédio, aos europeus, que lhe atribuirdo o curioso nome de per gelosia
(por janela)”. Ja Ifrah (1997, p. 436-438) indica que tal procedimento foi desenvolvido pelos
arabes aproximadamente no século XIII, sendo designado pelo nome de “[...] multiplicagdo
pelo quadriculado (ou pelo quadro) e [...] transmitido, a partir do final da Idade Média a Europa
ocidental, onde foi conhecido pelo nome de per gelosia (multiplicagdo ‘pelo citime’)”.

Ifrah (1997, p. 439 - 440) apresenta um exemplo dos passos utilizados nessa forma de
multiplicacdo. Seguiremos estes procedimentos para multiplicar 325 por 243. O procedimento
era realizado adicionando dois a dois os produtos dos diversos algarismos do multiplicando e
do multiplicador. Inicialmente desenhava-se um quadro retangular com trés linhas e trés
colunas que correspondiam ao nimero de algarismos do multiplicando e do multiplicador. Na
parte de cima, partindo da esquerda para a direita, colocavam-se os algarismos do multiplicando
e a direita do quadro, os algarismos do multiplicador, partindo de baixo para cima. Vejamos

essa disposicdo em seguida:

3 2 5 «— multiplicando
3 3

> Multiplicador escrito

J 2

Posteriormente, tragava-se uma diagonal do canto superior esquerdo ao canto inferior
direito de cada casa e escrevia-se 0s produtos obtidos na multiplicacdo dos respectivos
algarismos, da direita da linha e do alto da coluna correspondente, sendo os algarismos das
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dezenas colocados na semi-casa inferior a esquerda e o das unidades na semi-casa superior a
direita. E se uma dessas duas ordens faltasse, colocava-se um zero na semi-casa correspondente.

Entdo o produto 3 x 5 = 15 era colocado no quadrado do alto a direita, sendo a unidade
5 na semi-casa superior a direita e a dezena 1 na semi-casa inferior a esquerda. Do mesmo modo
o0 produto 2 x 3 = 6 ficava no quadrado intermediario da primeira linha, em que a unidade 6 era
colocada na semi-casa superior a direita e na semi-casa inferior a esquerda, um 0, para indicar
que ndo havia dezena neste produto. O produto 3 x 3 =9, era colocado na semi-casa superior a
direita da Gltima coluna a esquerda da primeira linha, completando assim a multiplicacdo do
primeiro algarismo do multiplicador pelos algarismos do multiplicando, conforme indicado

abaixo.

3 2 5 «— multiplicando
6 5

_
Yo}

Multiplicador escrito

i}

Na segunda linha eram colocados os produtos da multiplicagdo do 2° algarismo do
multiplicador (4) por todos os algarismos do multiplicando. A multiplicacdo 4x5=20 era
organizada na 12 coluna a direita, de modo que o 0 da unidade ficava disposto na semi-casa
superior a direita e 0 2 da dezena na semi-casa inferior a esquerda. Do mesmo modo o produto
4x2=8 ficava na coluna intermediaria sendo o0 8 na semi-casa superior a direita e na semi-casa
inferior a esquerda, colocava-se um 0 para indicar que ndo havia dezena. Para completar a
segunda linha, fazia-se 4x3=12, colocando 0 2 na semi-casa superior a direita e 0 1 na semi-
casa inferior a esquerda.

Iniciava-se a multiplicacdo do ultimo algarismo do multiplicador (2) por todos os
algarismos do multiplicando para, assim preencher a Gltima linha da tabela. O produto 2x5=10
era organizado na 12 coluna da direita, com o 0 unidade na semi-casa superior a direita e na
semi-casa inferior a esquerda o 1 da dezena. Do mesmo modo o produto 2 x 2 = 4 tinha o 4
disposto na semi-casa superior a direita e como ndo havia dezena, colocava-se um 0 na semi-

casa inferior a esquerda. E por fim, no produto 2 x 3 = 6, 0 6 ficava na semi-casa superior a
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direita e na casa inferior a esquerda um 0. A seguir o quadro com todas as multiplicacdes

concluidas.
3 2
N
9 6 5
3
0 0 1
1 0 2
6 4 0
0 0 1

Apbs efetuar todas as multiplicacdes, procedia-se a adicdo dos valores no exterior do
retdngulo, adicionando-se os algarismos de cada faixa obliqua, iniciando pela faixa formada
pelo algarismo 5, no alto, a direita do quadro e de cor azul. Em seguida somava-se os valores
da outra faixa de cor violeta, partindo da direita para a esquerda. Na sequéncia adicionavam-se
os valores da terceira faixa de cor rosa. Neste caso como a somatéria era igual a 19, a dezena
deste valor é transferida para a adicdo dos valores da quarta faixa de cor vermelho. Procedendo-

se da mesma maneira na quinta faixa de cor verde e por fim do mesmo modo na sexta faixa de

cor preto.
3 2 5
6 5
3 5— (Algarismo sozinho )
0 1
4
1 0
2 19—-(9+0+8+2+0)
6 4
0 0o — 1 0 7 8
Il
k‘-’O +2 + 0+ 4 + 1+ a dezena transferida)
L (=1+6+0)
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Assim, a leitura do resultado é feita da esquerda para a direita como indica a seta em
laranja, obtendo o seguinte resultado: 78.975.

Outro procedimento de multiplicacdo usado pelos hindus era realizacdo de calculos em
pranchetas como abaco de colunas, na qual ndo havia necessidade de um simbolo para o zero.
Os calculadores indianos e posteriormente 0s arabes representavam os numeros respeitando o
valor posicional de cada algarismo (IFRAH, 1997, p. 418). A exemplo temos o nimero 38.051,
em que o algarismo 1 é posicionado na coluna das unidades, o 5 no das dezenas, 0 0 nas
centenas, 0 8 nas unidades de milhares e 0 3 nas dezenas de milhares. Como o nimero 38.051

possui zero, basta deixar a coluna das centenas vazia, como mostra 0 exemplo a seguir.

Quadro 7 - valor posicional na prancheta
Dezenas de Milhares Milhares Centenas Dezenas Unidades
3 8 5 1
Fonte: adaptado de Ifrah (1997, p.418)

Na prancheta as técnicas operatorias eram realizadas apagando-se sucessivamente 0s
resultados dos calculos intermediarios. Em Ifrah (1997, p. 419-122) encontramos um exemplo
dessa operacdo com produtos que contém 0. Com base nele mostraremos a multiplicacdo de
362 por 25, iniciando pela organizagdo dos numerais na prancheta de forma que o maior

algarismo do multiplicando esteja na mesma coluna do menor algarismo do multiplicador.

No inicio da execu¢do do célculo, multiplicava-se o 3 de cima pelo 2 de baixo e o

resultado 6, em destaque, é colocado na coluna a esquerda do 3.

Em seguida multiplicava-se o 3 pelo 5 de baixo. O resultado 15, era decomposto em 5
unidades e 1 dezena; apagava-se 0 3 de cima e substituia-o pelas 5 unidades. E a dezena restante

acrescentava-se ao numero 6 em destaque na prancheta.

+1
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Apos esse acréscimo tinha-se o valor 7, em destaque na prancheta a seguir, finalizando
assim, a primeira etapa do calculo, uma vez que, o multiplicador 25 j& teve todos os algarismos

operados.
7 5 6 2
2 5

Na segunda etapa os algarismos do multiplicador avancavam uma coluna a direita.
Entdo, operava-se com o algarismo das dezenas do multiplicando, iniciando pela multiplicacéo
do 6 de cima que ndo esta em destaque, pelo 2 de baixo, obtendo o resultado 12. Este serd
decomposto em 2 unidade e 1 dezena, sendo as 2 unidades adicionadas ao 5 de cima em
destaque e a dezena somada ao 7 em destaque da coluna ao lado.

+1 +2
7 5 6 2
2 5

Apds essa juncao, obtinha-se a seguinte disposicéo:

Do mesmo modo, multiplicava-se o 6da ordem das dezenas do multiplicando, que esta
em cima pelo 5 do multiplicador que estd embaixo, obtendo-se resultado igual a 30, que sera
decomposto em 0 unidade e 3 dezenas. O Osubstituira 0 6 de cima, conforme indicado
anteriormente, neste procedimento ficara vazio. E as 3 dezenas serdo adicionadas ao 7 que esta
em azul, totalizando 10.

+3
8 7 2
2 5

O 10 sera decomposto em 0 unidade e 1 dezena, em que o 0 ocuparé o lugar do 7 que

ficara vazio e a dezena adicionara ao 8.

+1
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8 2
2 5
Ficando assim:
9 2
2 5

Terminada a segunda etapa, muda-se em uma coluna a ordem do multiplicador para
iniciar a ultima etapa, que se dard pela multiplicacdo do algarismo das unidades do
multiplicando pelos elementos do multiplicador. Primeiramente multiplica-se o 2 de cima pelo
2 de baixo e o resultado 4ocupa o 0, onde o espago esta vazio acima do 2.

+4

Apds essa juncao, obteve-se a seguinte disposi¢éo:

9 4 2
2 5

Nesta Gltima coluna, multiplica-se o 2 pelo 5, obtendo-se 10, que ser4 decomposto em
0 unidades e 1 dezena. O 0 ocupara a posicdo do 2 de cima da Gltima coluna e a dezena sera

adicionada a 4 da coluna ao lado.

+1
9 4
2 5

E nesse momento, passa a seguinte disposicao:
9 5

Assim, a multiplicacdo de 362 por 25 totaliza em 9.050. Para Ifrah (1997, p. 422)

O principio desse modo operatorio consiste em passar por tantas etapas quantas ordens
decimais houver no multiplicando, cada uma subdividindo-se por sua vez, em tantos
produtos de um algarismo desse Ultimo, pelos algarismos sucessivos do multiplicador.
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Multiplicacéo Egipcia

Os egipcios desenvolveram um método para multiplicar por 10 e outro para multiplicar
os valores diferentes de dez. No primeiro caso, bastava “substituir, na escrita do nimero
considerado, cada simbolo pelo nimero de seu décuplo” (IFRAH, 1994, p. 167). Para
multiplicar 1.464 por 10, era preciso considerar que os simbolos eram dispostos da direita para

a esquerda em ordem decrescente.

Figura 4 - Multiplicac&o egipcia por 10

nnNN 99
nnnn 29
Fonte: Ifrah (1994, p. 167)

Entdo, procedia-se substituindo a flor de I6tus que vale mil, por um dedo erguido
ligeiramente inclinado que vale dez vezes o seu valor; na sequencia, substituia as quatro espirais
que valiam cem cada uma, por quatro flor de 16tus, que correspondia a 4000 unidades e assim

sucessivamente para os demais valores.

Figura 5 - Multiplicacdo egipcia por 10

0N 2992332 [
40

600 4000 10000
Fonte: Ifrah (1994, p. 167)

Boyer (2010, p. 10) pondera que “a operagdo aritmética fundamental no Egito era
adi¢do”. Em suas multiplicagdes por valores diferentes de 10, faziam duplicagdes sucessivas,
isto €, séries de multiplicacdes por 2. Assim, com os algarismos hieroglificos eles escreviam o
multiplicador na coluna da direita e 0 nimero 1 em frente, na coluna a esquerda, depois
duplicavam sucessivamente os dois nimeros até que o multiplicando aparecesse na coluna da
esquerda (IFRAH, 1994, p. 168).

Para multiplicar 16 por 69, por exemplo, inicialmente era disposto o 69 na coluna a
direita e 0 1 em sua frente; depois 69 era somado por ele mesmo, obtendo 138 (atual 2 x 69);

em seguida este Ultimo valor era adicionado a si mesmo, chegando a 276 (similar a 4 x 69 de
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hoje); depois duplicado chegando a 552 (8 x 69) e por fim duplicando 552, era obtido 1104,
que corresponde naturalmente a 16 x 69 (BOYER, 2010, p. 10). Vejamos mais detalhado a
sequir:

Quadro 8 - multiplicacéo egipcia por duplicacéo

1 69 (1 x 69)
2 138 (2 x 69)
4 276 (4 X 69)
8 552 (8 X 69)
16 1104 (16x 69)

Fonte: Adaptado de Ifrah (1994, p. 168)

Assim, de acordo com Ifrah (1994, p. 170) “a multiplicagdo egipcia €, assim,
relativamente simples e pode ser feita sem recurso as tabuas de multiplicacdo. A diviséo
também ¢ feita com as duplica¢des consecutivas, mas o processo se da no sentido inverso”. A
compreensdo de tais procedimentos evidencia que, nessa época, multiplicacdo e divisdo eram

compreendidas como operacdes inversas. A respeito desta Gltima versaremos a seguir.

DIVISAO

Alguns simbolos e datas utilizadas historicamente para representar a operacao divisao,

sdo indicados em Contador (2006, p. 127), vejamos:

Quadro 9 - simbolos de divisdo

Documento Autor/civilizacéo Periodo Simbolo
- Franca 1751 a
- Portugal - -
- Johann 1659 +

Heinrich/suico
- Viete / Franca Século XVII _
- Leibniz / Alemanha 684
- Oughtred (1574- 1631 -
16607)
- . Algusto De 1845
Morena(1806-18710) /

Fonte: adaptado de Contador (2006, p. 127)
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Divisdo Egipcia

Em relacdo a seu emprego algoritmico, Boyer (2010, p. 10) assinala que os egipcios a
realizavam pelo procedimento inverso da multiplicacdo, ou seja, invertendo-se “o processo de
duplicacdo, e o divisor é dobrado sucessivamente, em vez do multiplicando”. Para dividir 1.476
por 12 era necessario planejar uma multiplicacio com multiplicador 12 e variando o
multiplicando até obter um resultado aproximado a 1.476 (IFRAH, 1994, p. 170). Acompanhe

a seguir o procedimento mais detalhado.

12 (1x12)
24 (2% 12)
48 (4x 12)
96 (8x 12)
16 192 (16x 12)
32 384(32x12)
64 768 (64 x 12)

o A~ N -

Como a préxima multiplicacéo (768 x 12) resultaria em 1.536 que é um valor maior que
1.476, interrompiam o procedimento e procuravam, na coluna da direita, 0s ndmeros que
adicionados davam o valor do dividendo (1.476). Retinham, entdo, os nUmeros 768, 384, 192,

96, 24, 12 e riscavam cada um com um traco horizontal (IFRAH, 1994, p. 170). Observemos:

192 (1 v 19)
L\ A 1Z)

L Y L .
4 48 (4 x 12)
896 (8x12—
16192 (A6x 12—
32 384(32x12)
64— 768 (64X 12—

Em seguida adicionavam os nimeros da coluna da esquerda, correspondentes aos
numeros retidos e obtinham o resultado da divisdo, ou seja, 64 + 32 + +16 + 8 + 2 +1 resultara
em 123, que corresponde ao quociente de 1.476:12. Ifrah (1994, p. 171) ressalta que “os

métodos de calculo com algarismo egipcio dos farads tiveram, assim, o mérito de evitar que 0s

86



Aspectos Histdricos da Mateméatica Elementar

calculadores recorressem a memoria: para multiplicar ou dividir, bastava saber somar e

multiplicar por 2”.

Divisdo Babilbnica

Os babildnios tratavam as operagOes aritméticas fundamentais de modo ndo muito
diferente do usado hoje, e com facilidade comparédvel. Segundo Boyer (2010, p. 20), nesta
civilizagdo:

A divisdo ndo era efetuada pelo incémodo processo de duplicacdo dos egipcios, mas
por uma féacil multiplicacdo do dividendo pelo inverso do divisor, usando os itens
apropriados nas tabelas. Assim como hoje o quociente de 34 por 5 é achado facilmente
multiplicando 34 por 2 e colocando virgula, na antiguidade 0 mesmo processo era
realizado achando o produto de 34 por 12 e colocando uma casa sexagesimal, dando
6 48/60.

Divisdo Indiana

De acordo com Eves (1995, p. 323 e 324), os hindus também desenvolveram uma
técnica algoritmica de divisao antes do século XVI, chamada método da galera ou método das
riscas e apresenta um exemplo dos passos seguidos neste método, dividindo 9413 por 37.
Inicialmente o dividendo era escrita acima do divisor, da mesma forma como fazemos
atualmente e a divisdo se daria da esquerda para a direita. Observando que nédo era possivel
dividir o algarismo 9 por 37, juntava-se o proximo algarismo do dividendo (4), obtendo assim
94. Este valor divido por 37 resultando em 2, que era anotado a direita do dividendo com o
divisor.

9413 2
37

Em seguida, consideravam apenas o numero 94 no multiplicando e o multiplicador 37,
multiplicavam mentalmente o quociente (2) pela dezena do divisor (3) e o resultado 6 era
subtraido da dezena do dividendo (9), tendo como diferenca 3, que era colocado acima do 9.
Para indicar que o0 9 do dividendo e o 3 do divisor ja haviam sido efetuados, eles eram riscados.

3
4413 2
A7

Depois multiplicavam mentalmente o quociente 2 pelo algarismo da unidade do
multiplicador, ou seja, 2 x 7 = 14. Esse valor era subtraido de 34, que foi formado a partir da
juncéo do 3, acima do 9, com o 4 da unidade do multiplicando. O resultado de 34 — 14 =20, era
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desagrupado, de modo que o 2 ficava acima do 3 e 0 0 acima do 4. Para indicar que o 4 do

dividendo, o 7 do divisor e 0 3 acima do 9 j& haviam sido efetuados, eles eram riscados.
2

J0

B413 |2

Z7

Em seguida o divisor 37 era colocado diagonalmente uma casa a direita do 37 ja
existente. O divisor considerado agora era 201 que se formou a partir do passo anterior.

Efetuada a divisdo 201 por 37, obtinha-se o quociente 5, que era anotado a direita do dividendo
com o divisor.

2

A0

g413 |25

377 ‘
3

O valor do quociente era mentalmente multiplicado pela dezena do divisor, ou seja, 5 x
3 =15 e subtraido de 20 no dividendo, obtendo 5 anotado acima do 0. Riscava-se 0 3 (dezena

do divisor), o0 2 e 0 (do dividendo) para indicar que ja haviam sido operados.

25
30
4413 ‘25
3T
3

Também era multiplicado o quociente 5 pela unidade 7 do divisor, obtendo 35. Esse
valor era subtraido de 51, formado a partir da juncdo do 5, acima do 0, com a unidade 1 abaixo
do zero. O resultado de 51 — 35 = 16 era desagrupado, de modo que a dezena 1 ficava acima do
5 e a unidade 6 acima do 1. Para indicar que o 7 (unidade do divisor), 0 5 (acimado 0) eo 1
(unidade do divisor) ja haviam sido efetuados, eles eram riscados.

1

25
806
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g¥V3 25
377
3

Procedia-se ao Ultimo passo da operacao que iniciava escrevendo o divisor 37, mais uma
vez, uma casa diagonalmente a direita. O dividendo a considerar agora era 163 (valores que

n&o estdo riscados). Operando 163:37 obtinha-se 4, que era anotado a direita do dividendo e do
divisor.

1
25
306
9413 | 254
A177
33

O quociente 4 era multiplicado mentalmente pela dezena 3 do divisor, obtendo 12, que

era subtraido de 16 (centena e dezena do dividendo) o resultado 4 era anotado acima do 6.
Riscava-se 0 1 e 0 6 para indicar q ja haviam sido operados

Y1
Z54
3065
g¥V3 | 254

&777 |

33

Do mesmo modo multiplicava-se mentalmente o quociente 4 pela unidade 7 do divisor,
obtendo 28, que era subtraido de 43 (4 acima do 6 e a Ultima unidade do dividendo). Riscava-

se 0 4 e 0 3 para indicar que ja haviam sido operados. O resultado 15 da Gltima subtracéo era
desagrupado sendo a dezena 1 anotada acima do 4 e a unidade 5 acima do 3.
X1
254
3065
g4y | 254
&777 |
373
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Por fim riscava-se 0 3 e 0 7 do divisor restando apenas 0 1 acimado 4 e 0 5 acima do 3,
sem serem descartados. Isso indicava que 9413 dividido por 37 tinha como quociente 254 e

resto 15.

1
254/
3085
I¥V3/ | 254
&177 |

33y
Isso indicava que 9413 dividido por 37 tinha como quociente 254 e resto 15.

Como vemos os métodos utilizados por egipcios, babilénios e indianos eram bem

diversos dos utilizados atualmente. Essa caracteristica € uma boa opg¢do para ser apresentada
aos alunos dos primeiros anos do Ensino Fundamental para observarem em que sentido houve

avancos ou retrocessos na facilidade das técnicas antigas e atuais.
ALGUMAS CONSIDERACOES

As descri¢des anteriores mostram como algumas civilizages deram passos importantes
na construcdo dos algoritmos das quatro operacGes que representaram oS primeiros passos no
processo de aperfeicoamento de nosso modelo atual. 1sso evidencia a importancia do uso da
histéria da Matematica para o ensino da Matematica, pois por meio dela podemos levar os
alunos a compreenderem que a Matematica escolar é fruto das praticas historicamente
desenvolvidas pela humanidade acarretando técnicas, estratégias e instrumentos para lidar com
situacOes reais de uma determinada época, para garantir sua sobrevivéncia ou para contribuirem
com outras areas do conhecimento.

A esse respeito Sa e Jucd (2010, p. 13) salientam que “[...] o uso da historia da
Matematica pode auxiliar o aluno no conhecimento matematico, ajudando-o a compreender
métodos, teoremas ¢ formulas que sdo utilizadas nas aulas de matematica”. E isso implica ir
muito além de conceber a historia da Matematica apenas como um recurso informativo, mas
dar condigdes para o aluno entender como 0s conhecimentos matematicos foram gerados e
organizados intelectual e socialmente; a génese de cada conteldo; 0 minucioso processo de
aperfeicoamento; considerando as diferengas culturais; os materiais manipulaveis utilizados em

cada época como o abaco, as tabuas de multiplicacéo, entre outros.
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Miguel e Miorim (2008, p. 53) indicam ser possivel atingir muitos objetivos
pedagogicos por meio da histéria da Matemaética, buscando nela elementos que conduzam o

aluno a perceber

(1) a matematica como uma criacdo humana; (2) as razes pelas quais as pessoas
fazem matematica; (3) as necessidades praticas, sociais econdmicas e fisicas que
servem de estimulo ao desenvolvimento das ideias matematicas; (4) as conexdes
existentes entre matematica e filosofia, matematica e religido, matematica e légica,
etc.; (5) a curiosidade estritamente intelectual que pode levar a generalizagdo e
extensdo de ideias e teorias; (6) as percepgdes que 0s matematicos tém do préprio
objeto da matematica, as quais mudam e se desenvolvem ao longo do tempo; (7) a
natureza de uma estrutura, de uma axiomatizagdo e de uma prova.

Assim, ao ensinar as operacOes fundamentais a seus alunos, o professor pode usar a
historia de seu surgimento para motiva-los a pesquisar se as formas utilizadas antigamente eram
mais simples de serem compreendidas, as influéncias que tiveram na construcdo atual; que
civilizacGes e, em que tempo historico, desenvolveram seus proprios mecanismos de resolugéo;
quem foram os precursores desse desenvolvimento, etc. Esperamos que o recorte apresentado
neste texto sirva de subsidio para consulta de professores, alunos e demais estudantes que
tenham apresso pela histéria da matematica, especialmente referente as operacoes

fundamentais.
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HISTORIA DOS SISTEMAS DE NUMERACAO

Benedita das Gracas Sardinha da Silva
Neusa de Oliveira Santos
Pedro Franco de Sa

RESUMO

Este artigo tem o objetivo de apresentar a histéria do surgimento dos nimeros em diversas
civilizagbes como os egipcios, os babildnios, os gregos, os maias e 0s indianos. Para tanto
recorreu-se a subsidios de referéncia na area da Historia da Matematica, buscando identificar a
forma como essas civilizacdes desenvolveram seus sistemas numéricos, destacando seus
avancos, limitacdes e suas proximidades ou ndo com o sistema numeérico utilizado atualmente.
Apds a andlise aos materiais consultados, observou-se que algumas civilizagdes possuiam
sistemas numéricos com caracteristicas muito proximas ao sistema utilizado hoje.

Palavras-chave: Historia da Matematica. Sistemas de Numeracao.

INTRODUCAO

O conceito de numero e o desenvolvimento do habito de contar ocorreram bem antes
dos primeiros registros escritos da nossa histéria. “E razoavel admitir que a espécie humana,
mesmo nas épocas mais primitivas, tinha algum senso numérico, pelo menos ao ponto de
reconhecer mais e menos quando se acrescentavam ou retiravam alguns objetos de uma colecao
pequena [...]” (EVES, 1997, p.25). Tais evidencias sdo caracterizadas pelo fato de suas
atividades préticas Ihes exigirem algum mecanismo ou estratégia que lhes possibilitassem o

minimo de controle sobre seus produtos ou rebanhos. Ifrah (1994, p. 25) indica que

Aqueles que guardavam rebanhos de carneiros ou de cabras, por exemplo, precisavam
ter certeza de que, ao voltar do pasto, todos os animais tinham entrado no curral. Os
que estocavam ferramentas ou armas, ou que armazenavam reservas alimentares para
atender a uma vida comunitaria, deviam estar aptos a verificar se a disposicdo dos
viveres, armas ou instrumentos era idéntica a que eles haviam deixado anteriormente.

Uma das formas de obter esse controle foi adotando um sistema que Eves (2004, p. 26)
denominou “correspondéncia biunivoca” para contagem dos animais ou outros objetos, em que
cada um desses bens poderia ser representado por nds em corda, riscos em pedras ou pedacos
de madeiras ou pequenas pedras em saquinhos. O quadro a seguir apresenta algumas
representacfes com nos em cordas para as unidades e riscos (talhes) em pequenas rochas ou

pedacos de madeiras.
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Quadro 1 - Representacdo das unidades com nds em corda e representacéo da contagem em
0ss0 ou pedago de madeira

il 2falalsle]718] 9]

il |

T

Flie ittt

C

(67

Fonte: Mendes (2006, p. 69) Fonte: Ifrah (2004, p. 104)

Estas primeiras iniciativas embora facilitassem enormemente as atividades do homem
pré-histdrico, ndo representavam um conhecimento organizado de contagem como a
concebemos hoje. Tratava-se de um processo de enumeracdo que segundo Gundlach (1992, p.
2) significava “manter-se a par dos objetos de uma colecdo ou conjunto por um cotejo um-a-
um dos objetos com outros objetos usados como marcadores”. Outra técnica de contagem
também utilizando a correspondéncia biunivoca era 0 uso das partes do corpo humano
representando um conjunto de objetos como utensilios, soldados destinados a guerra. Essa

técnica corporal obedecia uma sequéncia, que segundo Ifrah (2004, p. 31)

Toca-se sucessivamente um por um os dedos da mé&o direita a partir da menor, em
seguida o pulso, o cotovelo, 0 ombro, a orelha e o0 olho do lado direito. Depois se toca
0 nariz, a boca, o olho, a orelha, o ombro, o cotovelo e o pulso do lado esquerdo,
acabando no dedo mindinho da méao esquerda. Chega-se assim ao nimero 22. Se isto
ndo basta, acrescenta-se primeiramente o seios, 0s quadris e 0 sexo, depois o0s joelhos,
os tornozelos e os dedos dos pés direito e esquerdo. O que permite atingir dezenove
unidades suplementares, ou seja, 41 no total.

Com isso, 0 homem obteria valores mais altos chegando a quatro dezenas e uma unidade
utilizando partes do seu proprio corpo. Observa-se ai que, mesmo em periodos remotos, as
necessidades praticas fizeram emergir alternativas como medidas para solucionar problemas
relacionados a excesso de produtos e aumento do rebanho. Contudo, o sistema de contagem
utilizando as partes do corpo apresentava limitacdes, considerando a producdo em escala cada
vez maior, acarretando a necessidade de um sistema de numeracdo sistematizado para
representar conjuntos maiores sem a dependéncia de determinados marcadores como pedras,
rabiscos, nos, entre outras formas de registros.

A esse respeito Gundlach (1992, p. 5) ratifica que: “A necessidade de um sistema de
numeracgdo surge da seguinte questdo [...] o que deve ser feito quando a sequéncia ordenada
finita de marcadores (dedos e outras partes do corpo) se esgotou, mas ainda restam objetos a

ser contados?”.
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Com isso algumas civilizagGes deram passos importantissimos na tentativa de criar um
sistema de numeracao que permitisse contar com numeros altos e realizar célculos, a exemplo
dos romanos, egipcios, babilénicos, gregos, maias, indianos e arabes. Todos eles usavam
simbolos numéricos e ndo, necessariamente, escrita numérica como concebemos hoje, pois de
acordo com Boyer (2004, p. 25) “o conceito de nimero e o processo de contar desenvolveram-
se tdo antes dos primeiros registros historicos”.

Trataremos dessas civilizagdes nos topicos seguintes, destacando o tempo,
caracteristicas, os simbolos, a composi¢do dos nimeros, nomes importantes, a forma como

tratavam o zero, os avancos e limitacdes e as influéncias na construcao do sistema indu-arabico.

SISTEMA DE NUMERACAO ROMANO

Os algarismos romanos nasceram a centenas ou talvez milhares de anos antes da
civilizacdo romana e sdo frutos da sobrevivéncia da pratica ancestral de entalhes. Quando
surgiram ndo estavam relacionadas as letras do alfabeto latino e apresentavam formas bem
diferentes as conhecidas hoje (IFRAH, 1994, p. 188-189). De acordo com Almeida (2011, p.
155) os numerais romanos “[...] foram de fato precedidos por outros sinais graficos. Nao se
encontraram registros anteriores ao século | a.C. nos quais ocorra 0 uso das letras L, D e M,
enquanto sinais de numeracao”.

Uma das principais caracteristicas do sistema de numeracdo romano era seu carater
aditivo e subtrativo. Inscri¢Bes etruscas do século VI a.C. mostram a aplicacdo do principio
aditivo e subtrativo a0 mesmo tempo, cuja escrita era feita da direita para a esquerda. Neste
sentido, como os simbolos eram independentes uns dos outros, ou seja, cada letra representava
uma quantidade (I1=1, V=5, X=10, L=40, C=1000, D=500 e M=1000), o principio aditivo era
utilizado para justapor e somar os valores correspondentes. E no principio subtrativo todo signo
numérico colocado a esquerda de um algarismo de valor superior era dele abatido,
possibilitando que nimeros como 4, 9, 19, 40, 90, 400, 900 e outros pudessem ser representados
(IFRAH, 1994, p. 184 - 185 - 189).

Essa caracteristica subtrativa complicou a utilizacdo e o desenvolvimento do sistema
numérico romano. Segundo Ifrah (1994, p. 185) os algarismos romanos “nao se destinavam a
efetuar operacgdes aritméticas, mas a fazer abreviacdes para anotar e reter os nimeros. E por
isso que os contadores romanos [...] sempre recorreram a abacos de fichas para a pratica do

calculo”. Um exemplo dessa dificuldade ¢ apresentado por Fossa (2010, p. 264-265) com 0s
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passos utilizados para efetuar a adicdo de 864 + 379.

DCCCLXIV —» 864
CCCLXXIX —* + 379
DDCCXXXXIII 1243
MCCXLII

Inicialmente eram agrupados cinco C formando um D e dois L para obter um C. Em
seguida era necessario decodificar o principio subtrativo para o IV e X passando uma unidade
do 1V para o IX, obtendo uma dezena X e 11l unidades. E por fim, juntava-se os DD, para obter
um M e 0s XXXX formavam uma nova combinacao que era XL, usando novamente o principio
subtrativo. Conforme observado neste exemplo, 0s numerais romanos apresentavam
complicacdes na execucdo de seus calculos. O que demonstra que “um povo que atingiu em
poucos séculos um elevado nivel técnico conservou, curiosamente, durante toda a sua existéncia
um sistema inutilmente complicado, ndo operatério e comportando um arcaismo de pensamento
caracteristico” (IFRAH, 1994, p. 186).

No entanto, mesmo depois da difusdo do moderno sistema indo-arabico, em alguns
paises europeus era comum 0 uso de numerais romanos em contabilidade. Em 1300 o uso dos
nameros indo-arabicos em bancos de certas cidades europeias era proibido, consideravam que
esses numerais eram mais faceis de falsificar ou alterar. Os numerais romanos continuaram em

algumas escolas até por volta de 1600, e em contabilidade por um século (HECK, 1992, p. 25).

OS EGIPCIOS E SUAS ESCRITAS SAGRADAS

O sistema de numeracdo egipcio era uma escrita sagrada, em forma hieroglifica. De
acordo com Ifrah (1994, p. 157) os egipcios inventaram uma escrita e um sistema de numeracgéo
escrita por volta de 3000 a.C. Enquanto para Mar (1992, p. 22) os numerais em forma
hieroglifica sdo datados de cerca de 3400 a. C. Vejamos na figura a seguir:
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Figura 1 - Simbolos da escrita hieroglifica

P = 4 X = 8

Adorar Falo Codorniz  Péssaro Peixe Naja
voando
Mulher Touro Coruja Escaravelno Serpente  Canigo

florido

Mulher Lebre Falcao Abelha Vibora Létus
gravida cornuda

Fonte: Ifrah (1994, p. 157)

Conforme observado na figura anterior, “a escrita hieroglifica era pictdrica, isto ¢, cada
simbolo era a imagem de um objeto ou de um ser” (ALMEIDA, 2011, p. 143). Tais simbolos e

sinais eram pouco relacionados a formas escritas, 1SS0 porque,

Os hieréglifos egipcios sdo, de fato, quase todos tirados da fauna e da flora do Nilo, e
0s instrumentos ou utensilios que esta escrita ‘copiou’ eram utilizados no Egito pelo
menos desde o inicio do quarto milénio de nossa era (IFRAH 1994, p. 157)

O sistema de numeracdo egipcio usava a base dez, em que simbolos individuais eram
utilizados para representar as poténcias sucessivas de 10 até 1.000.000. As representacdes
usadas para essas poténcias, sdo mostradas por alguns autores com simbolos diferentes,

conforme indica a figura a seguir.

Figura 2 - Representacdo das poténcias sucessivas de 10

Ifrah (1994) Eves (1997)
1 i 1 I um bastdo vertical
10 n 10 m uma ferradura

100 % Q g 10° @ um rolo de pergaminho

1 000 10 T
VL

10> F uma flor de létus

10 000 j] j]
100 000  S™ :
10~ S% um barbato

1 000 000 ‘;‘i g ;’ o) s

Fonte: Ifrah (1994, p. 158); Eves (1997, p. 31)

10° f um dedo encurvado

um homem espantado

Observamos que em Ifrah (1994, p. 159) a unidade é representada por um traco vertical;
a dezena por uma especie de ferradura como um U investido; a centena por uma espiral enrolada
como se faz com a corda; o milhar por uma flor de 16tus com seu caule; a dezena de milhar por

um dedo ligeiramente inclinado; a centena de milhar, por um girino de rabo caido e o milh&o,
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por um homem ajoelhado erguendo os bragos para o céu.

Em virtude de suas caracteristicas, a notacdo hieroglifica ndo permitia uma escrita
rapida. Com isso, por volta do século VIII a.C. os escribas gregos desenvolveram a escrita
hieratica, conhecida como demdtico (popular) com estilo mais abreviado, com principios e

aparéncias diferentes gracas ao emprego do papiro e do uso mais rapido da pena de escrever.

Uma colecdo de simbolos semelhantes (sete tracos verticais, por exemplo) era agora
representada por um Unico simbolo. Assim, um sinal caracteristico era usado para
cada um dos nimeros de 1 a 9, para cada um dos primeiros multiplos de 10 e de 100,
etc. Esse sistema, as vezes denominado cifrado ou em c6digo, ndo requeria assim mais
que trés simbolos para expressar qualquer nimero menor que 1000 — um para
unidades, um para dezenas e um para as centenas. (MAR, 1992, p. 23)

Algumas diferengas foram observadas entre esses dois sistemas de escrita, pois o
sistema hieroglifico era decimal e constituido pelos principios aditivo e repetitivo. Por outro
lado, “apesar de o principio repetitivo ainda continuar muito em evidéncia nas formas hieraticas
de representagdo dos nimeros” (ALMEIDA, 2011, p. 151), este apresentava maior simplicidade

na forma dos simbolos, conforme ratificado na figura a seguir.

Figura 3 - Escrita hieroglifica e hieratica egipcia

Hiero- |Hiera- Hiero- | Hiera- Hiero- |Hiera- Hiero- |Hiera-

glfficos| ticos glificos| ticos glificos| ticos glificos| ticos
ol I [10...| A [100..| ¢ _, |1000.. | g =
2.0 M U 1:20::.] e A [200...) ee _» .2 000..|] 11 }“/ﬂ
O NS (A 1118 Yo L 300..| eee | = [3000..| I1} | Y
4. un — |40...  nnnn | - l400..| ceee | =» [4000.| 1111 | ¥
5. W | uy |so.. am ol - lso0... 6o | w |5000. I} | Tk
6..| M | % |60..| poa | w f600... gee | = 6000..4 it fo
T I,I‘lll A 70... l}]nnnrp )] {700... @§e@ee % |7 000... !xlllll In
e\ i | = Joo..| i | s Jaco. | gegg | Joooo.y [l |-
9. Wit | & |90.. ﬁﬂﬂ # leoo..| £ | = Jo000.. m T

Fonte: Mar (1994, pég. 23)

Essas formas escritas do sistema numérico egipcio ndo destinavam nem um simbolo
para representar o zero. Na escrita hieroglifica, o nimero 204, por exemplo, apesar de conter o
0, era representado por dois simbolos de 100 e 4 de um. Enquanto a escrita hieratica, usava um

simbolo representante de 200 e outro de 4. Como mostra o exemplo abaixo:
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Quadro 2 - Nameros contendo zero nos dois sistemas
Numero 204 na escrita hieroglifica Numero 204 na escrita hieratica

—";} I
CC
Fonte: Adaptado de Mar (1994, pag. 23)

Com isso, o diferencial do sistema numérico egipcio era o fato de possuir um simbolo
hierdglifo e hieratico para cada uma das poténcias de 10, possibilitando representar nimeros
maiores que um milh&o, conforme indica a figura a seguir para representar o nimero 1.143.252

na escrita hieroglifica.

Figura 4 - Escrita hieroglifica para o nimero 1.143.254
NUmero 1.143.252

= fyfyry 1211
ij = '}\{\Ei Cz{ii ®” AN
1x100000 + 1x100000 + 4x40000 + 3x1000 + 2x200 + 5x50 + 2x1

Fonte: Almeida (2011, p. 146)

Contudo, a auséncia do valor posicional e da utilizacdo do zero, séo indicios das
limitacdes desse sistema de numeracgdo, uma vez que o principio aditivo utilizava um nimero
muito grande de simbolos para a escrita de numeros altos e a auséncia do zero dificultava a

composicao de alguns nimeros.

A CUNHA BABILONICA

O sistema de numeracdo babilénio segundo Ifrah (1994, p.236) e Vogeli (1992, p. 20)
surge anteriormente ao segundo milénio antes de Cristo na mesopotamia. Esta civilizacdo
desenvolveu um sistema numérico sexagesimal ou de base sessenta e utilizavam o principio
posicional na escrita dos nimeros.

Este sistema de numeragdo era constituido por uma escrita ‘cuneiforme’, ou seja, em
forma de ‘cunha’ e de ‘cravos’, representado por apenas dois simbolos, descritos por diversos
autores com denominacdes diferentes, entretanto representando as mesmas quantidades, que
sdo a unidade e a dezena. Para Ifrah (1994, p. 237) um ‘cravo’ vertical é usado para representar
a unidade e uma ‘asna’ para a dezena. Em Almeida (2011, p. 41) o simbolo da unidade e
denominada ‘prego’ vertical e da dezena ‘viga’. Ja Vogeli (1992, p. 20) denominou meia-lua

para o simbolo da unidade e forma circular para dezena. Tais representacfes se encontram no
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quadro a seguir:

Quadro 3 - Simbolos babilénicos para unidade e dezena

AUTOR SIMBOLO/QUANTIDADE NOME
T ; Cravo
Ifrah Unidade
"< Dezena Asna
T ; Prego
Almeida Unidade )
"< Dezena Viga
v Unidade meia-lua
Vogeli
( Dezena forma circular

Fonte: Ifrah (1994, 237); Almeida (2011, p. 41-42); Vogeli (1992, p. 20-21)

Outra caracteristica desse sistema era que 0s nimeros de 1 a 59 eram representados pelo
principio aditivo, repetindo os dois simbolos tantas vezes quantas fosse necessario. E a partir
do nimero 60 usava-se o sistema posicional, de base sessenta mudando o valor do simbolo de
acordo com a ordem ocupada, sendo estas ordens separadas por ponto e virgula entre 0s
nameros que representavam os simbolos babildénios (IFRAH, 1994, p. 237-239). Desse modo,

os nimeros de 1 a 59 formavam as unidades simples ou unidades da 12 ordem, conforme quadro

abaixo.

Quadro 4 - Simbolos babilénicos para nimeros de 1 até 59

I gl T4 gl IPTR~'4 gl ETRP "¢ Gl P-4 Gl PR+ 4 ¢
2 W | 12 T | 2 Y |5 <&V |2 W |52 &IV
BUER IS QUSRS U PR g I o
| 1 | 20 T | 3¢ T |10 KT P 4
W | | | W | KW |
ﬁm lG(W 26«m 36 «(m m&m 564“;
| | o | &« | LT o
oK | o<W | ok | «F |« LW

ST | 0T | T | T | | LT
0 oK | |0 & |0 &K 5o LEFFF

Fonte: Almeida (2011, p. 43)
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Os multiplos de 60 constituiam as unidades da 22 ordem; os multiplos de 602

correspondiam as unidades da 32 ordem; os de 60° formavam as unidades da 42 ordem e assim
por diante (IFRAH, 1997, apud ALMEIDA, 2011, p. 49). Vejamos algumas representacoes

numeéricas com os numerais babilonicos.

Quadro 5 - Exemplos de numerais babilénicos

59 (12 ordem)

3599 (22 ordem)

¥

59 x1=59

- -

59x60 + 59x1

3662 (32 ordem) 220100 (42 ordem)

Y T 1w Y T W «

1 ; 1 ; 2 1 ;1 ; 8 ; 20
1x602+1x60+2x1 1x60% +1x602+ 8x60 + 20x1

Fonte: Adaptado de Almeida (2011, p. 43)

Os babilénios foram os primeiros a empregar o conceito de valor relativo e 0s simbolos

que representavam os algarismos variavam de acordo com sua posi¢ao, isto &, com a ordem que

ocupava na composicdo do namero e isso possibilitava representar qualquer valor com apenas

dois simbolos. Almeida (2011, p. 48) destaca que:

Segundo este principio os simbolos usados tem um valor varidvel, o qual depende da
posi¢do que ocupam na escrita dos nimeros: um simbolo dado serad associado as
unidades simples, as dezenas, as centenas ou aos milhares, conforme ocupe o
primeiro, o segundo, o terceiro ou o quarto lugar na expressdo de um numero,
comecando para tal da direita para a esquerda. A importancia do sistema posicional
reside no fato de permitir exprimir valores tdo grandes quanto o que se exija, ou tdo
pequenos quanto o que se pretenda, recorrendo a um conjunto diminuto de simbolos.

Por outro lado, “nos textos dos antigos babilénios (1800 a 1600 a.C.) nenhum simbolo

era usado para 0 zero, mas um espaco em branco era deixado, para qualquer poténcia de 60

ausente” (VOGELI, 1992, p. 21). O ntmero 3.602, por exemplo, poderia ser assim

representado:

Quadro 6 - Numero 3.602 na escrita babildnica

3602
Y YY
1 :0 ; 2
1x60%2+ 0 x 60+ 2x 1
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Fonte: adaptado de Almeida (2011, p. 43)

Essas duas caracteristicas deste sistema de numeracao (representacao por apenas dois simbolos
e auséncia do zero) trouxeram algumas limitacdes para a escrita de seus numeros, pois, 0
primeiro ocasionava certa confusdo de notacdo, a exemplo do nimero 2 que poderia ser
confundida com 61 e 25 com 615, por serem representados pelos mesmos simbolos, conforme

quadro a sequir.

Quadro 7 - Representacdo de alguns nimeros que se confundiam

2 e ol 25 e 015
i Y <« < <K
2 1:1 25 10 ; 15
1x60+ 1=61 10 x 60 + 15 =615

Fonte: Ifrah (1994, p.240)

E o segundo caso, conduzia também a alguns equivocos, porque nem sempre era
lembrado de deixar um espaco em branco para indicar o zero e “era dificil simbolizar desse

modo a auséncia de duas ou varias ordens de unidades consecutivas” (IFRAH, 1994, p. 242).

Vejamos
Quadro 8 - Representa¢des posicionais de numerais com zero
3.636 3.600
Y ¥ Y
1 ; 0 ; 36
1x60%+0x60+36 1 : 0 : O
1x60°+0x60+0x1

Fonte: Adaptado de Almeida (2011, p. 43)

Com isso, nota-se bastante limitacdes na escrita do sistema de numeracdo babil6nico,
haja visto que os simbolos eram pouco variados impossibilitando a criacdo de novos para
representar os numeros (Almeida, 2011, p. 50). A auséncia do zero também trouxe dificuldade

na escrita e na compreensao dos numeros.
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SISTEMA DE NUMERACAO GREGO

Os gregos apresentaram momentos e escritas distintas em seu sistema de numeracao,
mas dois deles se destacaram: o atico, 600 anos a. C., e 0 jonico ou alfabético, 200 a.C.
(VOGELLI, 1992, p. 25). Ja para Almeida (2011, p. 86) o sistema jonico apareceu pela primeira
vez no séc. V a.C. E para Flegg (1974a, apud Almeida, 2011, p. 87) pode ter surgido
anteriormente ao século V. E importante destacar que cada cidade grega, no periodo de 500
anos a.C. apresentava nitidas particularidades em relacao a seus sistemas. A exemplo temos a
ilhas de c6s que apresentava notagcdes numéricas usando o dracma, que era a moeda corrente e
o0 estado de Epidaurio, que embora, usasse o dracma com alguns simbolos em comuns, outros
eram representados de outra maneira.

Figura 5 - Inscricdes gregas da ilha de Cos

1+ (I1dracma) | 10 4 100 H 1000 X

2 Fp 20 AA 200 HH 2000 XX

3 kHF 30 AAA 300 HHH 3000 XXX

4 FH-F 40 AaAA 400 HHHH 4000 X XX X
S5kRFFE sol=™ soo & 5000 ¥
SRRLRY sol™"a o0 K" H 6000 " X
7rrrrrrE | 7015 "a8 700 B HH 7000 77 XX
ghbhbFbbE | 20T AAA | 500 B~ HHH g 000 M7 XX X
obkrrkrrkkl 90lPTaA8A [ 900 B~ HHHH | 5000 T XXX X

Fonte: Ifrah (1997, p. 387)

Figura 6 - Inscrigdes gregas do estado de Epidaurio

L 10 ® 100 B

22 20 ®® 200 88

3 3 30 @OO® 300 B88

4 3% 40 CEOE® 400 BBBB

5 2% 50 ™ 500 BBEBA

6 $2 60 Fi® 600 BEEBBE88
) A 70 POE 700 BBBE888

8 2332 80 PO 800 BBEB88B88H
9 sas2° 90 PEOE® 900 BBBB8 8888

I*' : Sigla P.A, abreviacgio de Ilevte Aexe, cingiienta.

B8BBFOO®
400 50

40 8

489 DRACMAS
Fonte: Ifrah (1997, p. 391)
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A principal diferenca entre os sistemas atico e jonico era que o primeiro usava letras e
simbolos, sendo estes as iniciais das letras-nUmeros gregas correspondentes as iniciais de
numeros, exceto para o 1, representado por I. Enquanto o segundo usava vinte e sete letras,
sendo vinte e quatro do alfabeto grego e trés do fenicio (VOGELLI, 1992, p. 26). Vejamos 0s

simbolos e letras usados pelos sistemas atico e jonico:

Quadro 9 - Sistema atico

Letra Inicial de ... Significa
' (pi) Hnevte (pénte) Cinco
A (delta) Aexa (déka) Dez
H (eta) exotov (hékaton) Cem
X (xi) yot (chilioi) Mil
M (mu) Muoprot (myrioi) Dez mil

Fonte: Almeida (2011, p. 96)

Figura 7 - Sistema jonico

UNIDADES DEZENAS CENTENAS
A a alfa 1 [ ¢ iota 10 P p ré 100
B B beta 2 K kK kapa 20 S o sigma 200
[y sama 3 A A lambda 30 T 7 tau 300
A & detta 4 My mu 40 Y U upsilen 400
E € epsilon s N v mu 50 i) ¢) phi  s00
[ & digama s = £ ksi 60 X X khi 600
7 g zeta 7 () o dmicron 70 N ljj psi 700
H 7 eta 8 11 77 i 80 {) @ Bmega 800
B 0 teta o q‘ ? kopa 90 | | () % san 900

Fonte: Adaptado de Mendes (2006, p. 63)

Outra caracteristica deste sistema de numeracdo era seu carater aditivo e decimal, em
que eram utilizados simbolos para as unidades e as poténcias de sua base. Tal caracteristica para
composicao dos numeros no sistema atico, era atendida para nUmeros menores que 50. Para 0s
nameros 50, 500, 5.000 e 50.000 além do aditivo era usado o principio multiplicativo, pois para
representar 50, por exemplo, era multiplicado o simbolo representante do 5 com o simbolo do
10. Vejamos:
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Figura 8 - Numeros maiores que 50 no sistema atico

11 100 H 10 ooo M

2 1 200 HH 20 ooo MM
31l 300 HHH 30 ooo MMM

4 1 400 HHHH 40 ooo M MMM
s 500 MR 50 oco ™

6 i 600 MH 60 000 ™ M
7N 700 MHH 70 ooo ™ MM

g M goo MHHH 80 ooco ™ MMM
9 MUK 900 MHHHH | 90 coo ™ MMMM
1048 1 000 X

20 AL 2 000 XX

30 AAA 3 000 XXX

40 AAAD 4 000 XXXX

so ™ 5000 I®

60 P4 6 000 ™ X

70 FAD 7 000 XX

80 IF'AAA 8 000 X XX

90 P'AAAA | 9000 X XXX

Fonte: Ifrah (1997, p. 383)

Neste sentido o sistema multiplicativo permitiu maior simplificacdo da escrita dos
nameros gregos como apresenta Ifrah (1994 p. 184) no exemplo do nimero 7699, que no
sistema aditivo usaria 31 simbolos para escreve-lo, enquanto neste sistema usava-se apenas 15
simbolos.

XX TAHMPEAAAATTLLL
5000 2000 500 100 50 40 5 4

Apesar da reducdo na quantidade de simbolos, que foi considerada uma evolucgdo na
escrita numérica, esta também representou uma regressao na historia do calculo. Visto que o
sistema multiplicativo gerava novos simbolos como os de cinquenta, quinhentos, cinco mil e
cinquenta mil. E estes simbolos dificultava o desenvolvimento dos calculos gregos,
conduzindo-os as “tabuas de contar”. (IFRAH, 1994, p. 184)

SISTEMA DE NUMERACAO MAIA

O sistema numérico utilizado pela civilizagdo maia foi descoberto pelas expedicdes
espanholas conhecidas como Yucatan, no inicio do século XVI e o avan¢o em sua cultura
iniciou-se no século 1V d.C. sendo a Matematica uma de suas pedras angulares (MENDES,
2006 p. 69). Seu sistema de numeracdo era de base vinte e fundada no principio aditivo. Para

representar numeros até dezenove, eram utilizados aditivamente apenas dois simbolos: o ponto
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representando a unidade e o trago representando cinco unidades (IFRAH, 1994, p. 250).
Vejamos:

Figura 9 - Numeros Maias de 1a19
| ]
i ||
|
~ il
i |||
~ -l
-

2
b e o | = - i
ou

Outras variantes graficas

1 = 11

>

4
£

(1
¢
3

[

-
r
IlI.
4

1
i\
4
e o |
- (e | e |
|
U
¢

[
4

10

o @ & D S &

1 S5

Fonte: Ifrah (1994, p. 251)

Para nameros compostos de duas ordens, além do principio aditivo usava-se o
multiplicativo e o valor posicional vigesimal, em que o ponto passaria a representar vinte
unidades e 0s nUmeros maiores que vinte eram representados em colunas verticais, com uma
fileira para cada ordem (IFRAH, 1997, p. 640). A leitura destes simbolos era feita de cima para
baixo. O numero 27, por exemplo, apresentava a primeira ordem por um traco (5 unidades) e

dois pontinhos (2 unidades), somando 7. E na segunda ordem um pontinho representando 20
unidades, sendo a leitura feita de acordo com a indicacéo da seta.

Quadro 10 - Representacdo da escrita numérica maia da 22 ordem
® 1| (1x20=20)2%0ordem

88
B 7 | (7x1=7)1%ordem

Fonte: adaptada de Ifrah, (1997, p. 640)

Ja para nimeros compostos de trés ordens, apresentavam uma logica diferente, pois o
racional seria 20 x 20 = 202 = 400. No entanto, sua base de contagem vigesimal, apresentava a
seguinte composi¢do: 18 x 20 =360, nesta ordem. Segundo Mendes (2006, p. 69) “a explicacao

para essa discrepancia provavelmente reside no fato de 0 ano maia consistir em 360 dias”. E
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para Gundlach (1992, p. 30) “o sistema vigésimal puro era usado para propositos civis e
comerciais, mas era modificado para simplificar célculos calendares, sendo o terceiro valor
posicional considerado 360 em vez de 400”. Vejamos um exemplo do ndmero 1219,

considerando esta ordem:

Quadro 11 - Escrita numérica maia na 3% ordem
a0 3% (18 x 20) = 3 x 360 (3* ordem)

&
B (22 ordem)

A
BN (12 ordem)

Fonte: Adaptada de Ifrah, (1997, p. 640)

A ilustragéo acima corresponde:
3 X (18x20) + 6 x 20 + 19x1

Xx360+6x20+19x1 enio 3x20%2+6x20+19=
L/—/ ——
32ordem 22 ordem 12 ordem 3x400+6x20+1

A partir da quarta ordem repetia-se a terceira e multiplicava-se por vinte

sucessivamente. Conforme indica Ifrah (1994, p. 252):

Para as posi¢des seguintes, voltava-se ao uso estrito da base vinte, valendo cada
patamar, a partir do quarto, vinte vezes a mais do que o patamar imediatamente
inferior. Assim, em virtude da irregularidade da terceira ordem, a quarta posicao
correspondia, por sua vez, aos multiplos de 7200 = 20 x 360 (e ndo aos de 8000 = 20
x 20 x 20), a quinta aos multiplos de 144.000 = 20 x 7200 (e néo aos de 20 x 20 x 20
x 20), e assim por diante.

Outra caracteristica do sistema de numeragdo maia era a presenca do zero representada
por uma forma bastante semelhante a um caramujo, uma concha de escargot ou uma casinha de
caracol (IFRAH, 1997, p. 641).
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Figura 10 - Simbolos do zero maia

Glifos representando caramujos?

_ o > @ S DS D > P

> D D > > ay > > -

<> @2 o - D o> > D> B o

> B D D> O D L g o
Glifos rcpreseniando = Outra forma
conchas de escargot?

Fonte: Ifrah (1997, p. 641)

Assim, tanto o nimero vinte, quanto outros valores, terminados em zero, eram possiveis
de serem representados com estes trés simbolos, pelo principio aditivo e posicional, embora na
composicdo dos numeros, nem todo nimero terminado em zero aparecia o simbolo do zero.

Vejamos alguns exemplos e suas devidas representacoes:

Quadro 12 - Nameros maias incluindo o zero

Nimero 20 NuUmero 50 NuUmero 400
® 1x360 (32 ordem)
® 20 (22 ordem) ®® 2x200rdem) | ®® 2420 (22 ordem)
]
0 (1% ordem) BN 10 (12 ordem) @ 0 (12ordem)
1x20+0 2x20+10 1x360+2x20+0
NUmero 8005 NuUmero 14400

@ 1 x(18x20%) = 1 x 7200 (42 ordem) @ ® 2(18x202) =2x7200(4% ordem)
00 oy (18x20)=2x360 (Fordem) | T () 15,00)-0x360(3 ordem)

2000 .5 (22 ordem) @0 x 20 (22 ordem)
B : (1: ordem) L | 1 orgem)
L7200 4 2360 5 200 4 5 2 X 7200 + 0 X 360 + 0 X 20 + 0

Fonte: Adaptada de Ifrah, (1997, p. 640)

Assim, embora os maias tenham dado grandes passos na elaboracéo e utilizagéo de seu
sistema numérico, principalmente por considerarem a posicdo do algarismo e inventado um
simbolo para o zero, havia certa limitacdo nesse sistema em decorréncia da irregularidade

ocorrida com a terceira ordem, pois “impediu que os sdbios maias desfrutassem dessas
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descobertas essenciais nos dominios do calculo e da aritmética abstrata” (IFRAH, 1994, p. 254).
SISTEMA DE NUMERACAO INDIANO

A histdria nos revela que em tempos remotos, datados do século Il a. C. 0s numerais
indianos eram muito rudimentares (IFRAH, 1994, p. 265). E, antes do surgimento do sistema
decimal posicional, vérias escritas alfabéticas e, consequentente, numéricas foram usadas nas
regibes da India (Van der Waerden, 1976a, apud Almeida, 2011, p. 122). Duas delas se
destacaram: a kaharosthi e o brahmi, que foram estabelecidas pelo imperador Asoka no século
I a.C.

Essencialmente trés formas de escrever nimeros pelos indianos, kaharosthi, brahmi e,
em terceiro lugar, a familiar notacdo posicional com o sinal do zero, a qual usamos
hoje e que fez uso dos numerais brahmi desenvolvendo-se diretamente a partir deles
(Menninger, 1969 apud Almeida, 2011, 123)

A escrita kaharosthi, embora tenha sido usada na escrita de negocios, entre o século V
e Il a. C, s6 foi oficializada no século Il a. C. por decreto do imperador Asoka e foi
desenvolvida a partir do alfabeto sirio-aramaico, constituido de simbolos especificos para 0s
nameros 1, 4, 10, 20 e 100 e ndo se tem documentos preservados indicando o simbolo usado

para representar 0 9. (ALMEIDA, 2011, p. 124), conforme quadro abaixo:

Quadro 13 - Simbolos de alguns numerais kaharosthi
4 10 20

X 7 j

Fonte: Van der Waerden (1976 a, apud Almeida, 2011, p. 124)

00

[

| =

?MJ% =

Além disso, a escrita utilizava o principio aditivo e era registrada da direita para a

esquerda, vejamos

Quadro 14 - Escrita dos numerais kaharosthi
2 3 4 5 6 8 10

W[ X [IX [IX[XX[ 9

Fonte: Adaptado de Almeida (2011, p. 125)

L .

Para multiplos de 10, um processo semelhante era utilizado, conforme quadro abaixo:
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Quadro 15 - Simbolos para os multiplos de 10 nos numerais kaharosthi
20 50 60 100 200

3 | 733 | 333 ;9;;3 7T | g0

Fonte: Adaptado de Almeida (2011, p. 125)

Observe que nos exemplos abaixo, a leitura destes numerais e feita da direita para a

esquerda conforme indica a seta.

Quadro 16 - Exemplos de numerais kaharosthi

25 68 274 126
IX3 AXRI33 \x7333¢ nx3Z!

Fonte: grifo do autor com base em Almeida (2011)

E a escrita brahmi, segundo Estrada (2000, p. 394) sdo 0s mais antigos numerais
indianos conhecidos, cujas inscricdes remontam ao seculo Il a. C. E influenciaram o0 nosso
sistema de numerag¢do. Para Almeida (2011, p. 125) “os mais antigos exemplos dos nossos
atuais simbolos numéricos foram encontrados em colunas de pedras erigidas na india por volta
do ano 250 a. C” e no século III exibiam simbolos diferentes para 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Além disso,
cada multiplo de 10 até 100 possuia um simbolo proprio, denominado por alguns autores como
“um sistema cifrado, com simbolos separados para 10, 20, 30, etc.” (RONEY, p. 2012, 21) e,
ainda ‘“‘um simbolo a cada uma das unidades, das dezenas, das centenas, dos milhares, das

dezenas de milhar” (ALMEIDA, 2011, p. 126), como indicado a seguir

Quadro 17 - Representacdo das unidades na escrita brahmi

T ({ 2 | 3 | 4 | 5 |1 66 | T | 8 | 9
— ==Y F %7151

Fonte: Almeida (2011, p. 128)

Quadro 18 - Representacao das dezenas na escrita brahmi
10 20 30 40 50 60 70 80 90

XG> X g4 2 @

Fonte: Almeida (2011, p. 128)
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Quadro 19 - Algumas centenas e milhares na escrita brahmi
100 200 500 1000 4000 70000

ot T

Fonte: Almeida (2011, p. 129)

Essa escrita numérica era considerada inversa a kaharosthi, por escrever os numerais da
esquerda para a direita, conforme indica a seta. Logo a leitura desses numerais era feita da
esquerda para a direita.

Quadro 20 - exemplos de nimeros brahmi.

25 68 2?4 126
OF 45 | 1Y | 70%

Fonte: Almeida (2011, p. 130)

Essa escrita numérica apresentava a vantagem de favorecer um sistema de posicao,
embora ainda ndo houvesse nenhuma caracteristica relacionada ao valor posicional, pelo “[...]
facto de cada unidade ndo ser constituida por mera agregacgdo de simbolos, mas sim designada
por um Unico simbolo, e também a existéncia de um simbolo especial para 0os nimeros de um
a nove” (SILVA, 2000, p. 394). Essa caracteristica da numeracdo brahmi mereceu destaque
pela independéncia existente entre seus simbolos representantes das unidades, descartando a
necessidade de agrupamento ou acumulacéo entre eles.

Almeida (2011, p. 127) corrobora com tais constata¢des afirmando que “efetivamente,
esta particularidade que o sistema de numeracdo brahmi adquiriu ira facilitar mais tarde a
transi¢do para um sistema de numeracao posicional”, apesar da distancia temporal entre o
sistema brahmi e o sistema posicional, conforme destaca Silva (2011, p. 394), quando afirma
que houve “[...] um grande lapso de tempo entre o chamado sistema brahmi e o sistema decimal
de posicao”.

Por outro lado, o fato de existirem simbolos especificos para as dezenas até 90 e,
também para os mdaltiplos de 100, representou certo obstaculo na compreensdo do valor
posicional, que poderia ser obtido pela utilizagdo de apenas 0s nove primeiros simbolos brahmi,

com acréscimo do zero. Esta é uma discussao que sera apresentada no item a seguir.
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SISTEMA POSICIONAL INDIANO

Para Eves (1997, p. 145) a passagem dos numerais cifrados brahmi, para o sistema
decimal de posicdo, deveu-se, sobretudo, a “[...] percep¢ao de que, pelo uso do principio
posicional, os simbolos para as primeiras nove unidades podiam servir também para 0s
multiplos correspondentes de dez, ou igualmente bem para os mdultiplos correspondentes de
qualquer poténcia de dez”. A percepgao dessas evidéncias possibilitou compreender que seria
possivel escrever qualquer valor pela reducdo de todos os simbolos brahmi a apenas os nove
primeiros simbolos e mais tarde pela introducdo do zero.

Por outro lado, o autor chama aten¢édo para a falta de precisdo que a literatura histérica
dispde acerca do aprimoramento e reducédo desse sistema aos nove simbolos. Ha trés conjecturas

a respeito dessa descoberta

[...] N&o se sabe quando ocorreu essa reducéo a nove simbolos, e € provavel que a
transicdo para a notagcdo mais econdmica se tenha processado gradualmente. Parece,
pela evidéncia existente, que a mudanca se deu na India, mas a fonte de inspiracio
para isso ndo € conhecida. Provavelmente os chamados numerais hindus foram
resultado de desenvolvimento interno apenas; talvez se desenvolvesse primeiro ao
longo dos limites ocidentais entre india e Pérsia, onde a lembranga da notacio
posicional babilénica pode ter levado a modificagio de um sistema brahmi. E possivel
que o novo sistema tenha surgido ao longo dos limites orientais na india e China, onde
0S numerais em barra pseudoposicionais podiam sugerir a redugdo a nove simbolos.
H& ainda uma teoria que diz que essa reducdo pode ter sido feita primeiro em
Alexandria, dentro do sistema alfabético grego, e dai se propagado para a india [...]
(EVES, 1997, p. 145).

Sabe-se que o antigo sistema de numeracéo indiano apresentava limite na escrita de seus
nameros, considerando que, o que os impossibilitavam de ultrapassar a escrita de 99.999. Para
contornar tal dificuldade, os hindianos comecaram a exprimir nimeros grandes por palavras ou
como diriamos hoje, “por extenso”, por meio dos nomes de numero do sanscrito que
posteriormente os levariam a descobrir o valor posicional e o zero (IFRAH, 1994, 266-267).

Inicialmente atribuiram um nome a cada um dos nove primeiros simbolos, vejamos
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Quadro 21 - nomes atribuidos aos numerais de 1 a 9

Nomes dos

numeros eka dvi tri
indianos

Catur | pafica | sat | sapta | Asta | nava

Nomes dos

NUMeros um | dois | trés
atuais

quatro | cinco | seis sete Oito | nove

Fonte: Adaptado de Ifrah (1994, p. 267)

Alem dos nomes para estes nove simbolos, foram utilizados também outros para as

dezenas, centenas e demais potencias de dez e todos os outros nimeros. Vejamos alguns

exemplos:

Quadro 22 - Nomes dos nimeros das dezenas e demais poténcias de dez
Nomes dos nimeros indianos Nomes dos numeros atuais

10 dasa

100 sata

1.000 Sahasra

10.000 Ayuta

100.000 Laksa

1.000.000 prayuta

10.000.000 Koti

100.000.000 Vyarbuda

1.000.000.000 Padma

Fonte: adaptada de Ifrah (1994, p. 268)

Os sabios indianos escreviam e liam seus numerais em ordem ascendentes, ou seja,
comecando pelas unidades da esquerda para direita, diferentemente da forma como escrevemos
e lemos hoje (IFRAH, 1994, p. 267). Vejamos o exemplo a seguir para o numero 2709.

Quadro 23 - numeral indiano por extenso

Escrita indiana por extenso Em nossa lingua Escrita atual por extenso |

nove, sete centos e

o Dois mil setecentos e nove
dois mil

Nava sapta sata ca dvisahasra

Fonte: adaptada de Ifrah (1994, p. 267)

A partir dessas caracteristicas, dois grandes avangos foram observados no sistema de
numeracao indiano, por volta do seculo V de nossa era (IFRAH, 1994, p. 269). O primeiro deles
é que, com apenas 0s nove nomes dos nimeros das unidades, seguida da palavra correspondente
a poténcia sucessiva de 10 (indicando a ordem do nUmero) era possivel compor qualquer

numero. O segundo refere-se ao fato das palavras representantes dessas poténcias, serem
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indicios de um sistema de posi¢do, uma vez que, elas determinavam a posi¢édo dos nomes dos
algarismos dentro do numero, conforme indicagdo a seguir, em que o algarismo 3 ocupa ordens

distintas de acordo com sua posi¢éo dentro do numero:

Quadro 24 - numerais indiano por extenso

NUmero Escrita indiana Ordem do numeral 3
173 tri sapta dasa eka sata Unidade
(trés, sete dezenas, uma centena)
1.636 sat tri dasa sat sata eka sahasra Dezena
(seis, trés dezenas, seis centenas, uma unidade de milhar)
1.366 sat sat dasa tri sata eka sahasra Centena
(seis, seis dezenas, trés centenas, uma unidade de milhar)

Fonte: adaptada de Ifrah (1994, p. 268)

Depois desse importante passo, emergiu outra dificuldade referente ao aparecimento do
zero dentro do nimero, pois escrever por extenso o nimero 301 era diferente, de 31 caso néo
houvesse uma palavra que pudesse designar o zero representando a ordem da dezena na escrita.
De acordo com Boyer (1974, p. 155)

Deve-se notar que a referéncia a nove simbolos, em vez de dez, significa que os hindus
ainda ndo tinham dado o segundo passo na transi¢do para o moderno sistema de
numeracao — a introdugdo de uma notagdo para uma posicao vazia, isto €, um simbolo
zero.

Entdo, segundo Ifrah (1994, p. 270) os sabios hindus contornaram este obstaculo
recorrendo a palavra sunya, que na lingua indiana significava o vazio, sendo que, tanto a
descoberta da regra de posi¢do, quanto a do zero, ocorreram no século V d. C. Assim, 0 nimero
301 poderia ser representado por eka sunya tri (Um. Vazio. Trés). Merick Junior (1992, p. 31)
pontua que o zero passou por muitas nomenclaturas e significados diversos até chegar ao nosso

atual sistema de numeragéo.

Como a mais antiga forma do simbolo hindu era comumente usada em inscrigdes e
manuscritos para assinalar um espaco em branco, era chamada sunya, significando
‘lacuna’ ou ‘vazio’. Essa palavra entrou para o arabe como Sifr, que significa ‘vago’.
Ela foi transliterada para o latim como zephirum ou zephyrum por volta do ano 1200,
mantendo-se seu som mas ndo seu sentido. Mudancgas sucessivas dessas formas,
passando inclusive por zeuero, zepiro e cifre, levaram as nossas palavras ‘cifra’ e
‘zero’.

E importante observar que inicialmente o zero hindu, assim como o babil6nico e 0 maia,

tinha apenas a func¢ao de preencher um espago vazio. Segundo Ifrah (1994, p. 293) “em menos
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de meio século, este conceito ja significava indistintamente ‘vazio’ ou ‘nada’, tendo sido

enriquecido pela aquisicdo do sentido que atribuimos hoje a ‘quantidade nula’ ou ‘nimero

299

zero’”. Assim, essas descobertas foram cruciais para o desenvolvimento de nosso sistema de
numeracdo moderno, por conter os trés principios fundamentais que permitiam escrever
qualquer nimero e opera-los, com apenas dez simbolos. A esse respeito Boyer (1974, P. 157)

pontua que

Com a introdugdo, na notagdo indu, do décimo numeral, um ovo redondo de ganso
para o zero, 0 moderno sistema de numeracdo para 0s inteiros estava completo.
Embora as formas indus medievais dos dez numerais sejam bastante diferentes das
em uso hoje, os principios do sistema estavam firmados. A nova numeragdo, que
chamamos em geral o sistema indu, € apenas uma nova combinacéo dos trés principios
bésicos, todos de origem antiga: (1) base decimal; (2) uma notagéo posicional; e (3)
uma forma cifrada para cada um dos dez numerais. Nenhum desses se deveu
originalmente aos indus, mas presumivelmente foi devido a eles que os trés foram
ligados pela primeira vez para formar o moderno sistema de numeracéo.
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