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RESUMO

MOTA, Weber da Silva. 2014. 166f. O Ensino de Limite de Funcdes por atividade.
Dissertacdo (Mestrado em Educac¢édo) — Universidade do Estado do Para, Belém,
2015.

Esta pesquisa expde os estudos iniciais e a coleta de dados sobre o Ensino de
Limites de Funcdes, e tem como objetivo geral avaliar a potencialidade do ensino de
limites de funcdes por meio de uma sequéncia didatica de atividades estruturadas. A
metodologia seguida foi baseada na Engenharia Didatica. A andlise prévia desta
Dissertacdo é composta por: levantamento de estudos sobre o ensino de Limites de
Funcdes; pesquisa de campo sobre o processo de ensino e aprendizagem de
Limites de Funcdes conforme professores de matematica em ensino superior e uma
pesquisa de campo sobre o0 processo de ensino e aprendizagem conforme discentes
de Graduacdo da UEPA que tem um conhecimento prévio matematico deste objeto
de pesquisa. Na etapa de concepcao e andlise a priori apresentamos um conjunto
de atividades para o ensino de Limites de Fun¢cdes com uma concernente Andlise. E
na experimentacdo apresentamos a forma como desenvolveremos o0 cronograma
das atividades. Trazendo um panorama, para que possamos analisar o ensino
aprendizagem de limites de fungles, finalizamos mostrando que a sequéncia
didatica pode ser um plausivel instrumento para o ensino de limites de funcdes

posteriormente comprovada esta potencialidade.

Palavras-chave: Educacao. Educa¢do Matematica. Ensino de Limites de Funcdes.



ABSTRACT

MOTA, Weber da Silva. 2014. 166f. O Ensino de Limite de Funcdes por atividade.
Dissertacdo (Mestrado em Educac¢édo) — Universidade do Estado do Para, Belém,
2015.

This research exposes the initial studies and data collection on the Limits of
Functions of Education, and has the general objective of evaluating the potential of
education limits of functions through a didactic sequence of structured activities. The
methodology was based on the Didactic Engineering. The preliminary analysis
consists of: Lifting studies on teaching functions limits; field research on the process
of teaching and learning functions limits as mathematics teachers in higher education
and field research on the process of teaching and learning as UEPA of
undergraduate students who have prior knowledge in this research object. At the
design stage and prior analysis we present a set of activities for teaching functions
Limits with a relative analysis. And at trial we present how we will develop the
schedule of activities. Bringing an overview so that we can analyze the teaching and
learning of limits of functions, we've closed showing the teaching sequence can be a

plausible instrument for teaching limits functions later proven this capability.

Keywords: Education. Mathematics education. Limits of Functions of education.
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INTRODUCAO

A educacdo contemporanea vem se modificando, em funcdo de uma
diversidade de aspectos, em que novas competéncias sdo exigidas dos educadores,
as modificacbes vdo desde as atribuicdes as avaliagbes, comportamento, sala de
aula, etc. Esse reflexo deve ser analisado no ensino basico, mas também no nivel
superior. Tendo em vista que é o ponto de formacao desses novos profissionais.

Para Freitas (1999, p. 17-18) A formacao dos profissionais da educacéo tem
se apresentado como “elemento impulsionador e realizador dessas reformas, ou
como elemento que cria condi¢cbes para a transformacdo da propria escola, da
educacéo e da sociedade”. Diante disso sentimos a necessidade de pesquisar, no
curso de Matematica da os efeitos de uma sequencia didatica para o Limite de
Funcdes, por meio de uma sequencia didatica estruturada na Engenharia Didatica, o
qual o assunto, Limites de Funcbes é a introducdo para o ensino de Calculo
Diferencial, e sendo esta disciplina especifica para a formacdo do professor de
matematica.

Veiga et al (2000, p.190), afirmam:

Se a especificidade e identidade da profissdo docente é o ensino, é inadmissivel
gue professores universitarios que detenham o dominio do conhecimento em um
campo cientifico ndo recebam uma formag¢do mais condizente com as reais

necessidades dos alunos e do ser professor. (VEIGA et al, 2000 p. 190)

Assim a importancia de analisar o que se tem produzido como pesquisa no
ensino superior, em especifico nos estudos de Limite, nos inquietou pela maneira
como este conteddo € ensinado em turmas de graduacdo e como os alunos
percebem a construgéo do estudo de Limites.

Pois estudos mostram, como os levantados no referencial tedrico desta
pesquisa, que alunos e docentes, diante das aulas de matematicas, a respeito de o
estudo de Limites, tém mostrado que seu ensino é como aulas duras e com
escassas aplicacbes. E baseado em nossa experiéncia nos deparamos com as

afirmacdes dos alunos de graduacao de que “Limites € muito abstrato”, bem como
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os “porqués” de estudar o conteudo e a relacdo que o mesmo tem sobre sua vida
profissional e sua profissionalizacao.

Mais as frentes nos deparam com falas de professores tais como: “Os alunos
ndo tem base”, além do mais, as resisténcias e o desinteresse, por parte dos
alunos, em resolver questbes sobre o estudo dos Limites sao vistos, pelos
professores de Matemética, como encargo pessoal dos alunos, o que disfarca a
formacdo inicial do aluno de graduacéo na disciplina Calculo Diferencial e Integral.
Ante deste fato, observados em nossa propria experiéncia na disciplina Calculo
Diferencial e Integral, buscamos uma préatica metodoldgica de influéncia matua que
pudesse agregar a pluralidade dos aspectos estabelecidos para o entendimento
inicial na disciplina Calculo.

E a partir deste sentimento de falta de interesse nossa, em parte e do aluno,
na nossa praxis, encontramos na Engenharia Didatica, uma proposta para atender
nossa ansiedade, destacando o ensino de matematica por atividades, no qual o
professor sugerindo casos que ocasionem pelo aluno a descoberta do conhecimento
por meio da exploracédo de problemas dentro deste objeto. Neste elejo o Ensino por
Atividades por ser baseado em um método de interacdo entre professor e aluno, e
que coloca o professor, durante a aplicagdo das atividades, meramente como
orientador do aluno, nos levou a perceber uma ferramenta para esta pratica docente.

Todavia, sendo Célculo diferencial e integral um vasto campo em Matematica
Superior, balizamos como objeto de estudo desta pesquisa o Estudo de Limites de
Funcdo. Deste objeto formulamos a seguinte questdo norteadora: “Qual a
potencialidade do ensino de limites fun¢gdes por meio de atividades?”.

Partindo desta questdo, temos a seguinte tese de que: 0 ensino de Limites de
Funcdo por atividades estruturadas torna-se mais eficaz. Diante disto, a pesquisa
traz como objetivo avaliar a potencialidade do ensino de Limites de Fun¢édo por meio
de uma sequéncia didatica de atividades estruturadas. E como metodologia desta
pesquisa para que se alcance o objetivo proposto usamos a Engenharia Didatica.

A Engenharia Didatica € uma situacdo de pesquisa que tem como objetivo
investigar os processos de aprendizagem em sala de aula. Que se caracteriza por
um esquema baseado em experimentacdes pedagodgicas, e sobressai-se por ser
usado diretamente em sala de aula, com registro neste sitio e os modos de

legitimacao que Ihe sdo associados. Esta metodologia de pesquisa foi proposta por
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Michelle Artigue, pesquisadora em Didéatica da Matematica, no ano de 1988 por meio
do artigo Ingénierie didatique no peridodico Recherches en didactique des
mathématiques. Esta metodologia inclui sua origem na Escola Francesa de Didatica
da Matemaética.

A Engenharia Didética, nesta perspectiva de metodologia de pesquisa,
apresenta quatro fases ou etapas metodoldgicas: analises prévias; concepcao e
andlise a priori das situa¢gfes didaticas da engenharia; experimentacdo e andlise a
posteriori e validacdo, descritas a seguir.

A fase ou etapa metodoldgica das analises prévias, onde se tém a coleta de
dados que serdo estudados e analisados, traz um referencial tedrico para
fundamentar as categorias, identificando os problemas do ensino e aprendizagem do
objeto de estudo, delineando de modo fundamentado as questbes e as escolhas da
sequéncia didatica a ser desenvolvida na pesquisa.

Esta fase teve capacidade de incluir dimensdes epistemoldgicas, tais como: a
dos conteudos (re)visados, do ensino habitual e de seus efeitos, das concepcdes
dos alunos, das dificuldades e obstaculos que marcam o seu progresso, do campo
da compressdes no qual decorrerd a realizacdo didatica e dos objetivos da
investigacdo. Determinados autores ressaltam que esta fase pode ser retomada ao
longo da investigacdo, estando sujeito ao objetivo da pesquisa, bem como, a
necessidades que se mostre ao longo do processo.

A segunda fase desta metodologia é a concepcao e analise a priori, também
conhecida no Brasil como construcdo e analise a priori, periodo onde se constréi a
sequéncia didatica para o conteido em questao e se formula as hipéteses com base
nos resultados obtidos nas analises prévias. A sequéncia didatica se baseia em uma
sequéncia de atividades que sera desenvolvida e analisada, para que em seguida
seja proposta no trabalho pedagdgico a ser realizado. Sua construcao objetiva a
producéo e selecdo do material, em sua totalidade, que sera utilizado durante a sua
aplicacao.

A sequéncia foi desenvolvida a partir do ponto inicial, no qual o docente
possui um papel de orientador intermediario, dando um favorecimento para o
desenvolvimento da sequéncia didatica que temos sugerido nesta pesquisa. Com
isto ser promovedor dos conceitos adquiridos em analogia com que sera sugerido

nas sequéncias. Na pesquisa de Artigue (1988) notam-se varidveis para o
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desenvolvimento da sequéncia didatica, a saber: varidveis macro didaticas ou plenas
(também designadas por globais) e as micro didaticas ou zonais, que comportam
neste estudo seu desenvolvimento.

Nas variaveis macros didaticos se articulam a proposito numa organizacao
global, envolvendo todas as etapas ou fase numa sequencia didatica. Ja na variavel
micro didatica tém-se uma organizacao local da Engenharia Didatica, propriamente
dita, isto €, a organizacdo de uma fase ou etapa dessas sequéncias. Estas variaveis
se comportam conforme o conteudo matematico pesquisado. E suas analises
compreendem trés dimensfes: a dimenséo epistemoldgica, cognitiva e didatica.
Assim sendo, na dimenséo epistemoldgica incluem-se as caracteristicas do saber,
na dimensao cognitiva tém-se as particularidades cognitivas dos discentes em tese,
e na dimenséao didatica tém-se as categorias do sistema de ensino ao qual envolve o
discente.

Objetiva-se na andlise a priori a maneira como as escolhas tomadas, no
sentido das variaveis admitidas na pesquisa, possam intensificar a conduta dos
discentes e apontar uma explicacdo neste comportamento atitudinal, no sentido da
ocorréncia. A andlise a priori se compde por duas fases de acontecimentos: a
descritiva e a preditiva. Na fase descritiva, todos os instrumentos (ou recursos) séo
apresentados, e que estao preditos para serem utilizados na experimentacdo. Mais a
frente nas escolhas das variaveis locais nas caracteristicas das situacfes a-didaticas
(ndo didaticas) abrangidas, € analisada em relacdo ao significado para o discente
dessas situacbes, em funcdo das probabilidades das acdes e diante das
proposicfes para a construcdo da estratégia, aceite de decisbes, dominio e
legitimacao que o discente apresente na aplicacdo da pesquisa.

Por conseguinte o docente em sua acdo mediador prepara a situacao de
aprendizagem favorecendo ao aluno a tarefa por adquirir o conhecimento. Com base
em estudos sem nenhum carater pratico ou experiéncias registradas, no item
testavel, o qual versa em prever comportamentos aceitaveis procura mostrar como a
analise feita possibilita compreender seu sentido, garantindo comportamentos
esperados, e ou se nas interferéncias, da-se o procedimento do incremento de
conhecimento propendido na aprendizagem. Assim sendo, no decurso da analise a

priori permanece certa apreensdo nas expectativas, com tanta frequéncia em
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Matematica como ciéncia peculiar como em sua relagdo com a didatica na sua
utilizacao experiencial docente.

Apos a fase metodoldgica da Engenharia Didatica tem-se a Experimentacéo,
€ a fase no qual sdo colocadas em funcionamento as atividades construidas, que
compdem a Sequéncia Didatica que foi considerada a priori. Igualmente corrigida, se
preciso, se as analises locais do desenvolvimento experimental amoldar-se a essa
necessidade, o que sugere em uma retroacao para a analise a priori. Esta fase se da
inteiramente em sala de aula, principiado com aa aplicacdo da primeira atividade
didatica, ainda que venha se consistir de uma atividade diagndstica.

Todos os momentos da Sequencia Didatica que acontece no locus da
pesquisa € denominado por sessdo, nela o pesquisador realiza a ultima atividade
(ou seja, a sequéncia didatica) com as turmas, ou seja, a sessao derradeira. Nesta
fase, tém-se a aplicacdo da sequéncia com o registro, sem se deixar de fazer parte
do que foi planejado na fase a priori da aplicacdo. Alguns autores consideram que
na fase de experimentacdo ha a inclusdo dos objetivos e das classes para uma
concretizacdo da pesquisa para os discentes dela participante, com uma situacéo
didatica, durante a aplicacdo dos instrumentos da pesquisa, e finalmente o registro
das observacgdes ocorridas nesta fase.

A respeito dos registros realizados durante a fase de experimentacédo, estas
devem ser coerentes com as variaveis priorizadas durante a analise a priori. Que € a
preocupacdo, de alguns autores, logo o pesquisador (ou grupo de pesquisadores)
nao deve invadir o aspecto dos objetivos da pesquisa. Assim, 0s registros devem
obedecer as variaveis escolhidas durante analise a priori em relacdo aos objetivos
destacados na pesquisa. E as atividades devem ser aplicadas e registradas de
acordo com o planejado a priori.

A seguinte fase, a andlise a posteriori esta condicionada a validacao, nesta se
tem o confronto das informacgdes colhidas na fase de experimentacdo e com o que
foi antevisto na analise a priori. Para Artigue existem momentos em que
determinadas informacg6es adicionais sédo colhidas com o emprego de questionarios,
conversas individuais ou em grupo no momento de aplicagdo da sequéncia. A
finalidade desta confrontacdo comas informacdes conseguidas na aplicacdo da
sequéncia de atividade e no relatério de registro da experimentacdo com os dados

analisados e antecipados na analise a priori tem como objetivo gerar contextos que
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justifiguem e arrisque numa explicacao para a ampliacdo do experimento, diante de
uma conformidade ou inconformidade ao ocorrido, nesta secéo.

Deste modo, o relatorio na fase de experimentacdo € uma porta para a fase
de analise, a qual deve conter maior minudéncia, dos resultados nela obtido.
Finalmente, na analise a posteriori de uma sesséo obtém-se conjuntos de resultados
resultantes da posse dos dados coletados previamente, dados que fornecem
parametros no avan¢o do conhecimento didatico que se apresentam na
transferéncia do saber cientifico. O objetivo primordial da analise a posteriori esta
em relacionar o que foi observado, com os relatorios dos registros realizados
previamente e 0s outros empregados, durante a fase de experimentacdo consoante
aos objetivos ampliados na analise a priori e o registrar a dos fendmenos didaticos
qgue foram identificados. Por conseguinte, nesta fase ha uma conexdo dos
instrumentos tedricos durante a coleta dos dados na fase da experimentacdo. A
secao de validacédo se dé ao longo de todo o processo de elaboracdo da construcéo
e emprego da pesquisa, no confrontamento dos dados coletados nas andlises a
priori e a posteriori, que permita uma verificacdo e confirmacdo das hipoteses que
foram levantadas primeiramente na pesquisa.

Concluimos que a Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa que
proporciona um constante retorno aos objetivos e a validagdo das conjecturas.
Atendendo assim a intencdo desta pesquisa. E ainda, podemos afirmar que esta
metodologia de pesquisa pode ser utilizada por outras disciplinas, ndo se
restringindo apenas a Educacdo Matematica. As secdes de nosso estudo tomam
como base as etapas da Engenharia Didatica, descritas anteriormente, por este
motivo na primeira secdo apresentamos as analises prévias; na segunda secao a
concepcao e a analise a priori; na terceira se¢do descreveremos a experimentacao;
na quarta secao realizaremos a analise a posteriori e validacdo; por ultimo, na quinta

secao teceremos as consideracgdes finais.
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1. ANALISES PREVIAS

Nesta secdo apresentamos os resultados do estudo realizado sobre Ensino
de Limites de Fung¢Bes, bem como acerca do diagnostico das dificuldades
enfrentadas por professores de matemética e por alunos do 1° ano do Ensino
Superior da Universidade do Estado do Para, no que se refere ao tema da pesquisa.

A metodologia adotada nesse momento consistiu, primeiramente, no
levantamento dos estudos acerca do ensino de Limites de Fung¢des, com a intengéao
de obter informacBes sobre as pesquisas até entdo desenvolvidas, e, por
conseguinte dar direcionamento na construcéo das atividades didaticas propostas.

O segundo momento consistiu na analise das informacdes obtidas na
aplicacdo do questionério junto a 35 (trinta e cinco) professores de matematica do da
Universidade do Estado do Para, com o objetivo de obter informacdes sobre o perfil
social, profissional e académico.

No terceiro momento, apontamos o0s resultados da pesquisa realizada com
alunos do 12 ano do Curso de Ciéncias Naturais, com 0 objetivo de apresentar
informagdes sobre o processo de ensino e aprendizagem desses alunos. No quarto
momento, finalizamos com a sintese das analises prévias obtidas através do
levantamento bibliografico, pesquisa de campo com professores de matematica
sobre o ensino de Limites de Func¢des, e pesquisa de campo com alunos do 12 ano

do Curso de Ciéncias Naturais da Universidade do estado do Para.

1.1. DESENVOLVIMENTO HISTORICO DE LIMITES DE FUNCOES

Segundo Bagni (1998, p 57), a evolucdo da nocdo de limite, em uma
discusséo sobre um possivel paralelismo entre a histéria e o crescimento cognitivo
exigiria uma teoria especifica do conhecimento para que permita a comparacao dos
estudantes, em relacdo ao crescimento do conhecimento e do desenvolvimento
histoérico dos conceitos.

Historicamente, as noc¢Oes de infinito real e potencial sdo antigas na
Matematica, para Aristételes de Stagira (384-322 a.C.) infinito real e potencial sédo

7

distintos, mas infinito matematico, na opinido de Aristoteles, € simplesmente
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potencial, poias para evitar paradoxos, ele se recusou a aceitar a ideia de infinito
real. No que diz respeito ao infinitesimal, de acordo com o conceito de linha de
namero, a concepcdo mais antiga € a de infinito potencial, embora ideias
interessantes possam ser relacionadas com o argumento de exaustdo (BAGNI,
1998, p 60).

A apatia matemética latente entre infinitesimal real e potencial tornou-se
evidente apos o nascimento do Calculo Diferencial e Integral, apresentadas nas
obras de |. Newton (1642 -1727) e G. W. Leibniz (1646-1716), sendo que cada um
deles foi sensivel a sua propria intuicdo elementar, sendo que Newton era fisico e
Leibniz algebrista. A importancia das nogdes de infinitesimal real e potencial era
notavel em muitas pesquisas sobre fundacbes Calculo (BOS, 1975, p 45); F.
Enriqgues (1871 — 1946) ressaltou a ambiguidade no conceito leibniziano de
diferencial, onde afirmou que derivacdo é considerada por Leibniz como quociente
de duas diferengas ou de dois diferenciais, do mesmo modo como designados por J.
Bernoulli e por L. Euler.

Entanto, ndo é esclarecido nos escritos de Leibniz se estes incrementos
deveriam ser interpretados apenas em forma potencial, como quantidades variaveis
imaginadas, ou como infinitesimais reais (BOS 1975, p. 60). Em, McKinzie e Tuckey
(2001, p. 348), tem-se que no século XX, os matematicos reprisaram algumas ideias
leibnizianas. Posto que, Leibniz mostrou por intuicdo que as teorias infinitesimais
trazem para a introducdo de numeros ideais do que podem ser considerado
infinitamente pequeno se comparado aos numeros reais. Entretanto, nem Leibniz
nem o0s seus alunos, nem seus sucessores deram quaisquer desenvolvimentos
racionais a esta ideia (Robinson, 1974, p. 62).

Se Cada quantidade pode ser reduzida até que se torne zero e ela
desaparece completamente, entdo, uma quantidade infinitamente pequena € uma
guantidade temporaria e, portanto, a propria coisa € igual a zero. Além disso, este
esta de acordo com a definicdo de infinitamente pequenas coisas em que nos dizem
gue eles sdo mais baixos do que qualquer quantidade indicada; Certamente, seria
zero porque, se nao for igual a zero, seria possivel atribuir a si uma quantidade igual,
e isto é contra a hipotese (Kline, 1972, p 132).

A ideia de quantidades temporaria € importante mas, Euler infelizmente néo

pode ver a possibilidade de que uma quantidade temporaria pode ser um tipo
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diferente de quantidade em se tratando de uma constante numérica. Euler ciente
dos problemas com infinitesimais reais preferiu uma abordagem com base em hiper-
real (McKinzie & Tuckey, 2001, p. 348).

As raizes historicas da nocdo de limite ndo sdo tdo antiga como raizes
histéricas de métodos infinitesimais (CASTELNUOVO, 1938, p 143). J. Wallis (1616-
1703), em sua obra infinitorum Aritmética de 1655, introduziu um conceito aritmético
do limite de uma funcéo, ou seja, em todo namero real, a diferenca da funcéo pode
ser menor do que qualquer quantidade dada.

Entretanto, M. Kline sublinha que tal formulacdo é vaga, mesmo sendo a ideia
de J. Wallis correta (KLINE, 1972, p. 227).

O matematico P. Mengoli (1635-1686), no século XVII, trabalhou o limite, em
Elementum tertium de Geometria especiosa e elementa (1659), este mateméatico
mostrou ter uma ideia clara do conceito de limite (Loria, 1929 -1933 p. 226).
Algumas citacbes em relacdo ao conceito de Limites estdo em Vera circuliet
hipérboles quadratura (1667) por J. Gregory (1638-1675) e na obra de Newton,
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687; citado por: Castelnuovo, 1938;
Boyer, 1969; Menghini, 1982; Edwards, 1994).

As nocOes de limite foram, por vezes, tomadas em relacdo as sequéncias e
séries, de numeros reais: F. Viete (1540-1603), em sua Responsa Varia (1593),
calculou a soma de uma série geométrica; P. de Fermat (1601-1665), também,
conhecia esse resultado; em 1655 A. Tacquet (1612-1660) e J. Wallis publicaram em
Arithmeticae eoria et praxis demonstrata e em Arithmetica infinitorum, uma nocéo
de limite.

Em particular, Tacquet sublinhou que a passagem de uma progressao finita
para uma série infinita é imediata (LORIA, 1929-1933, p. 517). Em Gregoério de St.
Vincent (1584-1667) na sua obra geometricum Opus (1647) a qual se refere o
paradoxo de Aquiles e a tartaruga a uma série geométrica e escreveu, A conclusao
de uma progressao é o fim da série que a progressao considerada nao atinge,
embora seja indefinidamente alongado; ele pode se aproximar de um valor tao
proximo quanto é possivel (Kline, 1972, p. 96).

Considerando, a referéncia do Limite de Fungdes, no campo educacional tem-
se em Gregory um grande equivoco em limites, no que se referem a uma sequéncia

cujos termos sao sempre diferentes do limite (Boyer, 1969 e 1982), este aponta que
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frequentemente, os alunos pensam que Sn—l significa que os valores da sequéncia
Sn apenas se aproximam do limite de |, mas nunca o alcanga, um exemplo
conhecido é se 0.999... que é igual ou inferior a 1. Nesta situacdo, o limite de uma
funcéo é claramente considerado como um processo dindmico (Tall & Vinner, 1981,
p. 156-168.), assim considera-se no sentido do infinito potencial e infinitesimal.

Em G. Vitali (1875-1932) tem-se que a convergéncia ndo pode ser
considerada antes da nog¢éo de limite (VITALI, 1979, p. 404) e o limite ndo tinha sido
corretamente considerado em um conceito analitico fundamental, em particular, no
século XVII e nos séculos XVIII, a questdo da existéncia do limite da sequéncia de
somas parciais nao foi considerada, mas, podemos afirmar que o processo de limite
foi concebido antes da formalizacdo do conceito de limite.

Segundo Smith (1959), numa viséo tradicional classico, A. L. Cauchy (1789-
1857) foi o primeiro matematico a fazer um estudo rigoroso do Calculo Diferencial e
Integral. No entanto no Cours d’Analyse algébrique de Cauchy (Paris, 1821), um
livro escrito para os alunos da Ecole Polytechnique, foi considerado um tratado
fundamental do Célculo do ponto de vista formal, e neste foram desenvolvido muitos
teoremas analiticos basicos tdo rigorosamente quanto possivel, para esta
fundamentacédo. A definicdo de Cauchy para Limite € assim enunciada: “Quando os
valores de uma abordagem variavel indefinidamente tem um valor fixo, tao
perto como nds queremos, este é o limite de todos esses valores”. Por exemplo,
um namero irracional € o limite das diferentes fraccbes que deram valores
aproximados de que (...). Quando os valores de uma variavel sao (...) inferior a
qualguer numero dado, esta variavel € um infinitesimal ou uma magnitude
infinitesimal. O limite de tal variavel é zero (apdu Bottazzini, 1990, p 327-328).

Cauchy introduziu a distincdo fundamental entre constantes e quantidades
variaveis, embora ele ndo tendo a descricdo formal de niUmeros reais como corpos
ordenados que satisfacam a lista de axiomas de Peano. Como pode expressar a
definicdo verbal de Cauchy por registros simbodlicos? Nao temos esta resposta, pois
a matematica ndo é apenas texto; ele vive nas mentes das pessoas e pode, até
certo ponto, ser divulgada ao interpretar os artefatos que produziram e esses
artefatos, inscricbes, instrumentos, livros e dispositivos técnicos, tém sido
desenvolvidas em lugares particulares, por razdes particulares (Grugnetti & Rogers,
2000, p. 46).
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Em Tall (1981), a formulacdo de Cauchy foi expressa no paradigma
disponiveis no momento, e sua formulagéo pode levar ao uso de diferentes registros,
pois ha varias maneiras de visualizar infinitesimais como pontos de como a linha,
que permitem ao leigo ver infinitesimais como pontos de variaveis que sao
arbitrariamente menores do que qualguer constante k positiva. Isso € analogo a
nogdo prevalente no inicio do século XIX, quando Cauchy descreveu os
infinitesimais como quantidades variaveis que tendem a zero (Tall, 2000, p. 155).

Assim, a moderna nocéo de limite, firmado desde o século XVII por Wallis,
Mengoli e, finalmente, por Cauchy, foi expressa principalmente pelas representacoes
verbais. Embora seja importante lembrar que tais registros verbais ndo podem ser
isolados, mesmo que, a partir da percepcéo sensorial arbitrariamente de pequenas
coisas.

Segundo Kline (1972, p. 262), K.T.W. Weierstrass (1815-1897) deu uma
moderna definicdo de Limite e de Fungcdo Continua ao afirmar que a "funcéo x tende
para f(x) é continuo em x = ¢ se para qualquer nimero real ¢ > 0, podemos encontrar
um numero real & > 0 tal que para cada x tal que |x — c|< & tem que [f(X) — fO| < &”.
Os estudos de Weierstrass melhoraram trabalhos anteriores, como os de Bolzano,
Abel e Cauchy, pois Weierstrass tentou evitar a intuicdo de limite, alterando a
seguinte frase na construcdo matematica: “uma variavel se aproxima de um limite”, e
partir disto, sugeriu ideias de tempo e movimento, a estas defini¢cdes.

Com relacdo a concepcao e definicao de limite em Weierstrass, a qual foi a
gue realmente permitiu uma representacdo simbolica moderna, a saber: “para todo
€> 0, existe 6> 0 tal que para todo x € tal que |x — c| <6 sendo x # c, teremos [f(x) — ||
<¢”, pode ser considerado bastante equivalente a definicdo do limite | Weierstrass (e
ele pode ser expresso usando quantificadores, como por simbolos V, 3, etc.).

Portanto, concluimos que a definicdo de limites em Weierstrass (a chamada
definicdo ¢-0) leva ao uso de registros de representacdo simbdlica. No entanto,
existem diferentes registos simbdlicos em diferentes comunidades de pratica do
Célculo Diferencial e Integral. Posto que, Leibniz, Newton, Cauchy, Robinson tinham
0S seus proprios registos simbdlicos que diferem um do outro e, claro, diferente,
também, dos empregados por Weierstrass.

Atualmente, do ponto de vista educacional, a principal dificuldade para os

alunos que lidam com a definicdo &-6 € o carater estatico da teoria formal versus o
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carater dindmico da abordagem cognitiva: a consideragcdo do desenvolvimento
histérico do conceito de limite, principalmente com referéncia a utilizacdo de
diferentes registos semioéticos, pode ser util a fim de tornar possivel a formulacdo
correta da estética e dinamica ideia de Limite de Funcdes.

Deste fato educacional, necessitamos verificar experimentos, pois muitos
aspectos influenciam na aprendizagem dos conceitos de infinitesimais, ja que,
algumas disposicdes do contrato didatico nessas influéncias podem ser apontadas
em aulas, por meio de testes e dialogos. Em relacdo aos aspectos experimentais
que pretendemos, € necessario identificar critérios de amostragem e, por intui¢des,
exemplo e pré-curso (e para considerar o contrato experimental), vencer a
dificuldade do entendimento dos conceitos de infinitesimais estudados em Limites de
Funcoes.

Em Tall (2001, p 132), a nogdo limite ocorre num numero de diferentes
formas. (..) Todos estes tém em comum um processo de obtencdo de
arbitrariamente proximo de um valor fixo (o limite). Em todos os casos, a mesma
simbologia é usada tanto para o processo de convergéncia e também para o
conceito de limite. E o desenvolvimento histérico nos tem permitido considerar
diferentes abordagens, relacionadas com potencial ou real infinitesimal e para
diferentes registros de representacdo; No entanto, do ponto de vista educativo, é
realmente dificil introduzir a nocdo de limite, sem fazer referéncia ao processo de
construcdo de Limite (Gray & Tall, 1994, p. 132).

Assim, o problema da passagem do discreto para a continuidade é
principalmente a cultural, e questdes historicas sédo importantes, a fim de aborda-lo e
superar muitas dificuldades. Futuras pesquisas podem ser destinadas a esclarecer o
modo como o aluno do Calculo Diferencial e Integral deve estar agindo em cima de
seu raciocinio e de que maneira as observacfes sobre o conhecimento entre o uso
de registros e desenvolvimento histérico sdo apontadas por estudantes, professores,

educadores mateméticos e investigadores em educacdo matemaética.
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1.2. ESTUDOS SOBRE O ENSINO DE LIMITES DE FUNCOES

Esta secdo sera dedicada a apresentacdo dos resultados da revisdo de
estudos sobre o ensino de limites que realizamos.

Durante a fase ou etapa metodologica das Analises Prévias, foi possivel
encontrar, em bancos de dados On-line e bibliotecas, pesquisas relacionadas ao
objeto de estudo, o ensino de Limites de Funcdes. Dentre estes selecionamos
algumas que se mostraram maior relevante para este estudo.

A revisdo dos estudos foi realizada por meio de um levantamento de trabalhos
da seguinte natureza: dissertacdes, teses e artigos. Os trabalhos analisados foram
distribuidos nas trés categorias a seguir: Estudos Diagnésticos, Estudos
Epistemoldgicos e Estudos Metodologicos.

A categoria dos estudos diagnosticos foi formada pelos estudos que
realizaram diagndsticos sobre o ensino de limites.

A categoria dos estudos Epistemoldgicos foi desenvolvida nos estudo
apresentados que pretenderam introduzir uma reflexdo sobre as epistemologias que
circulam sobre a introducdo ao pensamento epistemologico sobre o estudo de
limites.

A categoria dos estudos metodolégicos foi formada pelos estudos que
apresentaram resultados de pesquisa sobre alternativas metodoldgicas para o
ensino de limites.

Os estudos Diagnésticos analisados, nesta perspectiva, buscaram identificar
quais conceitos e ideias constituem a base para a aplicacdo e implementacdo de
aprendizagens no Ensino de Limites de Func¢des, focando o trabalho com a Célculo
em turmas de Licenciatura nas areas de graduacao e Engenharia. Neste sentido, 0s
Estudos Diagndsticos consideraram utilidade, para os alunos, dos conceitos e
procedimentos que entdo desenvolvidos em suas areas de atuacdo. Para estes
autores, o trabalho com Limites de Funcdes, possibilitou a geracdo de situacbes de
aprendizagem contextualizadas no Calculo Diferencial e Integral.

Os estudos Epistemologicos das pesquisas analisadas, nas quais se
apresentaram tanto qualitativas quanto quantitativas, fundamentam-se em
pressupostos filoséficos que representam como o aluno pode apreender e o que ele
irA aprender com o Estudo de Limites. Na extensdo epistemoldgica destes estudos

relacionou-se ao conhecimento de Limites e como ele pode ser obtido, se
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conhecimento no estudo de Limites é algo que pode ser adquirido procurando
regularidades e relacbes causais. Além das abordagens positivistas e
interpretativista, as pesquisas mostraram uma postura epistemoldgicas critica.

Os estudos Metodoldgicos das pesquisas analisadas procuraram discutir as
perspectivas e abordagens metodoldgicas que se encontram presente hoje nas
pesquisas em Ensino de Calculo, procurando discuti-las tomando por base reflex6es
tedricas sobre pesquisa na area de Educacdo e de Ensino de Matematica, neste
sentido, a escolha destas pesquisas se deu por possibilitar uma amostragem
proxima da producdo cientifica atual da area, Calculo Diferencial e Integral que
compreende o estudo dos limites.

1.2.1. ESTUDOS DIAGNOSTICOS

Em Nascimento (2000) encontramos os resultados de um estudo que teve
como objetivo identificar as correlacdes entre os desempenhos dos alunos e as suas
causas na disciplina Calculo Diferencial e Integral, além de tentar analisar
alternativas metodoldgicas para a melhoria dos seus aproveitamentos no ensino

aprendizagem.

O estudo de Nascimento (2000) foi realizado em quatro turmas de licenciatura
Matematica, que o autor considerou 0 ambiente ser propicio para o tipo de
investigagdo empregada, almejando uma expectativa de maior envolvimento do
aluno no processo de ensino, com isso estabelecer um processo de investigacao
para melhor identificar as correlacbes entre os desempenhos dos alunos e as
causas, além de tentar analisar alternativas metodoldgicas para a melhoria do
aproveitamento na disciplina Célculo.

Os experimentos adotados por Nascimento (2000, p. 6) consistiram numa
reprogramacgao da disciplina, centradas na discussdo da base conceitual e na
aplicacdo de técnicas de ensino e aprendizado mais interativas e de construgéo
coletiva. Contrapfe-se resultados de aprendizado e aprovacdo em relacdo aos
meétodos propostos.

Apés, cinco periodos de experimenta¢gfes adotados por Nascimento (2000),

nos resultados obtidos, indicou-se que a questdo metodologica, nesta
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reprogramacdo da disciplina Célculo |, e a abordagem dos “Pré-conceitos do Célculo
Diferencial” se caracterizam como fatores importantes em todo o processo de
ensino-aprendizagem.

Isto permitiu delimitar os principais pontos para propor uma metodoldgica que
foi apresentada, partindo dos seguintes aspectos: forma de abordagem para os
conceitos de calculo composta de: motivagdo, baseada na utilidade dos contetdos,
desenvolvimento expositivo e interativo, tentando-se for¢car uma maior participacao,
e consolidacao dos conceitos e operacionalizacao.

Os métodos adotados, neste experimento, tinham como meta ensinar os
conceitos de calculo, juntos com o0s conteldos basicos e com 0s pré-conceitos
envolvidos, deixando para abordar os pontos de maior complexidade algébrica em
um segundo momento. Dessa forma, o programa da disciplina deve ser flexivel e
dindmico, procurando facilitar o aprendizado dos conceitos mais importantes e
aprofundando-os a medida que os alunos vao correspondendo.

Do segundo diagnéstico adotado por Nascimento (2000), foram mudar os
livros de referéncia para o ensino de Calculo I, e introduzidas novas atividades cujo
objetivo fora diagnosticar a retro aprendizagem. A forma geral de abordagem foi
mantida, procurando-se melhorar os tépicos que, nas atividades anteriores,
mostraram-se de maior dificuldade para o aprendizado. A necessidade do
desenvolvimento dos pré-conceitos, juntamente com o0s pré-requisitos, foi se
tornando mais clara, levando a incorporacdo dos mesmos no programa a partir do
terceiro experimento.

A questdo da predisposicdo para o aprendizado da disciplina Célculo 1 ,
segundo Nascimento (2000) sé ficou evidente apds uso do ultimo experimento, onde
ocorreram diversas manifestacbes explicitas neste recurso didatico aplicado. A
metodologia de trabalho se mostrou surpreendente desde o inicio. Enquanto alguns
alunos se revelaram bons matematicos, outros mostraram que, com alguma ajuda,
poderiam obter bons desempenhos. Assim, os resultados obtidos por Nascimento
(2000), mostraram que a avaliacdo dos resultados da pesquisa feita pelos indices de
aprovacao talvez ndo seja a mais importante.

Segundo Nascimento (2000), a falta de trabalhos especificos com os
contetdos basicos e com os pré-conceitos, além da pouca relacdo dos trabalhos

com o célculo da média final podem néo ter estimulado os alunos para a realizacao
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dos mesmos, reduzindo o aprendizado e dificultando a sua avaliagdo. Para o0s
cursos em que foram aplicados os experimentos, ficou evidente que é possivel
melhorar os resultados na disciplina de Calculo I, através da adocdo de metodologia
apropriada, que considere a heterogeneidade dos alunos, a falta de base de parte
deles e as dificuldades proprias da disciplina.

Outra pesquisa é a de Amorim (2011) que discute o ensino de Célculo e de
Andlise na perspectiva da Educacdo Matematica Superior e, cujo objetivo foi
investigar o papel das imagens conceituais e definicbes conceituais para a
aprendizagem de Limites de Func¢fes Reais de uma Variavel.

A pesquisa de Amorim (2011) justifica-se na existéncia de diversos trabalhos
que evidenciam obstaculos epistemoldgicos em relacdo ao conceito de limite e
ainda, a necessidade de se realizarem pesquisas que discutam a transicdo do
Célculo para a Andlise. A questdo de investigacdo da pesquisa fora: Como uma
proposta de ensino, baseada nas imagens conceituais, relacionadas ao conceito de
limite de uma funcéo, (re)construidas por alunos do curso de Licenciatura em
Matematica, apds cursarem Analise Real, pode contribuir para a aprendizagem
desses alunos?

O referencial tedrico em Amorim (2011) foi baseado nos trabalhos de David
Tall, Shlomo Vinner, Bernard Cornu, Mércia Pinto e Frederico Reis. As atividades
desta pesquisa foram realizadas com, 9 alunos do curso de Licenciatura em
Matematica da UFOP, dentro da disciplina Analise Real. A pesquisa tedrico-
bibliografica contemplou o ensino de Calculo e de Andlise e o Pensamento
Matematico Avancado. Amorim (2011) apresentou a abordagem do conceito de
limites em livros didaticos de Célculo e Analise utilizados em cursos de Licenciatura
em Matematica de universidades mineiras e ainda elaboraram um conjunto de
atividades didéticas realizadas com alunos do curso de Licenciatura em Matematica,
em uma disciplina de Fundamentos de Analise Real.

Os resultados em Amorim (2011) mostraram que o trabalho com as imagens
conceituais dos alunos permite a nés, professores, entender e situar o0 momento em
gue os alunos se deparam com o0 ensino de limites agora em Analise e avaliar a
bagagem trazida do Calculo. Os dados evidenciaram que os alunos perpassam todo

o curso de Matemética, manifestando dificuldades com as demonstracdes e que
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resultam em Analise Matematica, ainda com dificuldades na leitura e interpretacéo
da simbologia matemética.

Amorim (2011, p 127) o resultado da pesquisa mostrou que, a partir do
trabalho com as imagens conceituais dos alunos, podemos perceber a importancia
de identificar eventuais imagens conceituais equivocadas que os alunos trazem, as
quais podem gerar situacdes de conflitos, face uma nova possibilidade de
aprendizagem. Os dados evidenciaram a necessidade de se ressignificar tais
imagens relacionadas aos conceitos de limites, limites laterais, limites infinitos e no
infinito.

Amorim (2011) em sua pesquisa aponta para uma proposta de ensino,
baseada nas imagens conceituais dos alunos, que pode contribuir para que o
Professor de Andlise entenda e situe 0 momento e a aprendizagem de seus alunos;
perceba a importancia de identificar e desconstruir imagens conceituais equivocadas
e/ou conflitantes; reconheca a necessidade de (re) construir imagens conceituais
coerentes e que explorem elementos intuitivos.

A seguir apresentaremos 0s estudos realizados com o Limite aplicados a

experimentos em informética.

1.2.2. USO DE INFORMATICA

O Uso de Informatica esta disposto nos estudos que usam o conceito de limite
em aplicacbes na informética. Atrelando conceitos do Calculo Diferencial nas
ciéncias computacionais.

Barbosa e Malheiros (2012, p. 16) afirmam que as pesquisas em Educacéo
Matematica que sao direcionadas para o Ensino Superior, e em particular o ensino e
aprendizagem de Limites por meio de TIC podem possibilitar a compreensédo da
nocao intuitiva em ambientes virtuais, o que incluem softwares, jogos eletronicos,
paginas WWW, e-mails, salas de bate papo e comunicadores instantaneos,
calculadoras graficas, entre outros.

Estes também consideram como TIC a oralidade, o lapis, o papel, e todas as
demais tecnologias que transformem a comunicacdo humana. Sendo que estas
TIC’s estdo cada vez mais impregnadas na acado e reflexdo humana, e cuja

aplicacdo na educacéo é utilizada no processo de ensino e aprendizagem.
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Esta pesquisa foi realizada com alunos da Universidade Federal de Itajuba
(UNIFEI), onde inicialmente analisaram-se algumas particularidades do curriculo
desta IFES, visto que a maior parte dos cursos oferecidos € de Engenharia, e que as
teorias dos Limites sdo vista no primeiro semestre. No curso de matematica a
disciplina célculo é visto no segundo semestre. Com isto, a pesquisa foi realizada
com alunos que tenham estudado limites anteriormente e com alunos repetentes da
disciplina calculo.

Seguindo uma abordagem qualitativa, a pesquisa foi concebida como uma
trajetéria em torno do que se deseja compreender, ndo se preocupando Unica e
exclusivamente com o0s principios, leis e generalizagdes, mas focando nos
elementos que se constituem significativos, a saber, as TIC’s.

Deste modo, os pesquisadores buscaram entender as relacbes que
acontecem com os “objetos” de estudo baseados numa perspectiva tedrica que
sustenta a forma que veem o mundo e buscar maneiras de caracterizar este objeto e
adjetivar tais caracteristicas.

Assim, os procedimentos de coleta dos dados, apropriados para o destague
das qualidades do objeto a fim de validade e consolidar a pesquisa foi o
questionario, a fim de se obter informag¢des durante a pesquisa, garantindo o
anonimato dos sujeitos, para se medir atitudes, opinides, comportamentos,
circunstancias da vida destes, onde se incluiram questdes abertas, fechadas, de
multipla escolha, de resposta numérica ou do tipo sim e nao.

Para se obtiver informac6es qualitativas os pesquisadores, também optaram
por entrevistas dos sujeitos, para se verificar informacfdes que néo for identificada
pela aplicacdo do questionario. Além disto, optaram pela Observacdo como método
de coletas para se tiver informacdes sobre resultados, processos e conflitos.

A construcdo da coleta dos dados pela observacao indireta por meio do Demo
do software Camtasia Studio, desenvolvido pela TechSmith que permitirA ao
pesquisadores analisar textos e falas dos sujeitos, com intuito de compreender como
estes entendem o conceito formal de Limite e como passam a entendé-lo. O
presente artigo informa que a pesquisa se encontrava em aberto, e para sua
execucao foram elaboradas atividades que acompanhardo 0s grupos e a pesquisa,

bem como a aplicacdo de atividades: questionarios, entrevista e observacoes.
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Em Junior (2006) a partir da integracéo oralidade-escrita-CAS/MAPLE, traz
como objetivo investigar as compreensfes emergentes sobre 0s conceitos de
funcao, limite, continuidade e derivada, produzida por alunos ingressantes em um
curso de Matematica oferecido por uma universidade publica do estado de Sao
Paulo.

Em Junior (2006) o desenho metodoldgico da investigagdo, foi planejado de
modo a gerar dados que integrassem elementos de escrita, informatica e oralidade
no propdsito de contribuir para a constru¢do de um corpus com maior nitidez e
densidade de dados para a analise. Neste processo, a escrita coube um papel
especial e que ja lhe era assegurado desde a concepcdo do projeto de pesquisa:
induzir as primeiras reflexdes e representar as compreensdes iniciais do(a)s
estudantes sobre cada um dos conceitos em pauta, desencadeando-se, assim, 0
referido processo.

Para a implementagcéo e desenvolvimento da pesquisa, Junior (2006, p. 68)
selecionou quatro voluntarios e quatro voluntarias, totalizando oito participantes,
alunos e alunas regulares da disciplina Calculo Diferencial e Integral, ingressantes
no curso de Matematica da universidade publica do Estado de Sao Paulo, oferecido
em periodo integral.

Os procedimentos conduzidos em Junior (2006) se deu segundo o conceito
de Experimento de Ensino (STEFFE, THOMPSON, 2000), metodologia
especialmente desenhada e dirigida para a investigacdo do raciocinio e das
compreensdes matematicas produzidas por estudantes.

Em Junior (2006) os experimentos com cada dupla deveriam ser gravados em
video para que a interacdo estudantes-computador e a exploracdo do Sistema de
Computacdo Algébrica pudessem ser analisadas. Implicava num planejamento
prévio, tanto na definicdo do local das grava¢des como do layout do ambiente dos
experimentos.

A medida que os contetdos relacionados a cada conceito de Caélculo
Diferencial e Integral em pauta na pesquisa eram concluidos no desenvolvimento
regular da disciplina, os participantes eram convidados a, primeiramente,
responderem individualmente ao questionario proposto e, posteriormente, a

participarem, em dupla e horéarios especificos para cada uma, do experimento.
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Em Junior (2006) o primeiro experimento tematizou a no¢céo de derivabilidade,
no segundo episédio sugeriram focalizar o conceito de limite, o terceiro experimento
levou em conta a definicdo de derivada e, finalmente o quarto experimento ofereceu
um conjunto de compreensdes que puderam simultaneamente ilustrar a poténcia
das interferéncias induzidas pelo Informética — CAS.

Em Junior (2006) As analises dos experimentos realizados sugerem que uma
das maiores fontes de atrito nesta transicdo materializa-se no conceito de funcéo.
Uma visdo predominante estatica, povoada por exemplares de funcbes bem
comportadas, mais ou menos familiares, parece embaracar a hecessaria articulagéo
e 0S movimentos que caracterizam a esséncia dos conceitos do Calculo Diferencial:
a dinamica. E praticamente impossivel exercitar a dinAmica do Calculo no Ensino
Superior, sem que seus conceitos-base _ funcdo e limite _ sejam, também,

“‘dinamizados”, exercitados e explorados em suas possibilidades.

1.2.3. ESTUDOS EPISTEMOLOGICOS

Obstaculo Epistemoldgico esta disposto nos estudos que usam o conceito de
limite, e maneira como forma o pensamento matematico, limitrofe da estrutura do
saber que |he é trocado no processo da aprendizagem.

Cabral e Baldino (2008, p. 6), elaboram uma analise critica do ensino de
calculo ministrado nos cursos de engenharia da UERGS, onde procuram mostrar
que os infinitésimos comparecem nas concepc¢des espontaneas dos alunos e que o
ensino pela via exclusiva dos limites cria dificuldades e exclusdes. Desse modo, no
ensino de célculo existe uma tentativa de imposi¢cdo prematura ao aluno de ideias
gue constituem o coroamento da prépria matéria que se quer ensinar. E para estes
pressupostos, argumentam em que as propostas didaticas sdo baseadas no
conceito de diferencial de Leibniz e como consequéncia, sobra pouco tempo para
direcionar a matemética a aplicagbes que facam sentido ao engenheiro.

Segundo os autores, a problematica, dessa dificuldade e exclusées se da em
decorréncia do desenvolvimento histérico-epistemoldgico, relacionadas ao ensino de
matematica sdo muitas, que é a razao de fracassos alarmantes, o tema “ensino de

matematica para engenharia” tem sido reconhecido nas comunidades cientificas
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brasileiras. Os ultimos COBENGE e CNMAC mostram trabalhos onde se busca
compreender o que acontece no processo de aprendizagem de matemética.

Sob a ética da teoria da analise de erros (CURY, 2004, 2003) e da teoria das
concepcdes (ZUCHI; GONCALVES, 2003).E estudada a teoria da aprendizagem
significativa no ambito da psicologia, a qual permite reorganizar relacbes entre
professor e aluno (CAMARGO Jr; CUGNASCA; ALMEIDA Jr., 2003, p. 126), a partir
dai se proporem novos paradigmas de tratamento, estratégias, metodologias e
técnicas de trabalho.

Estes, também analisam a pratica docente considerando ser responséavel pela
integracdo dos conteldos especificos com os conteldos para a formacéo
profissional (MENESTRINA; GOUDARD, 2003). Sobre os motivos para haver altos
indices de reprovacédo e desisténcia, especialmente nas disciplinas de calculo, sédo
apontadas causas como “as dificuldades intrinsecas da disciplina, a falta de base
dos alunos e um grande distanciamento metodolégico entre o 2° grau e 0 curso
superior” (NASCIMENTO, 2001).

Apontam que para resolver o problema de aprendizagem tém sido
fomentadas propostas como: dar preponderancia a questdo metodologica na
consolidagéo da base conceitual dos alunos segundo Nascimento (2001), fazer uso
de projetos tematicos, conforme (PEREIRA; CARVALHO, 2003), estabelecer cursos
de nivelamento e apoio para alunos ingressantes (FRANCHI, 2003; DZIEDZIC et al.,
2001), fazer uso da resolucdo de problemas como metodologia de ensino
(CONCEICAO; GONCALVES, 2003) mudar a concepcdo epistemolégica do
professor sobre as disciplinas.

A analise, neste artigo traz propostas nos efeitos da reorganizacdo da
estrutura académica; e dizem respeito as modificacdes no modo de o professor
apresentar os objetos matematicos. Essas modificacées estao relacionadas muitas
vezes com 0 uso de instrumentos mais atrativos, que, presume-se, possam motivar
o aluno a aprender. Trazem para o debate os seguintes pontos: (1) o fato de as
diretrizes que norteiam a pratica cientifica matematica estarem refletidas na diretriz
didatica escolhida pelo profissional professor e; (2) os efeitos da organizacdo da
instituicdo em estrutura de departamentos.

No primeiro ponto, 0s autores apontam gue os atuais livros de célculo usados

como textos, séo frutos da necessidade de certeza que permeia a matematica, e nao
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abrem mao da tentativa de tornar acessivel aos iniciantes o rigor dominante da
matematica do século 20, e para justificar os conteudos, tal como sdo ministrados,
chega-se a dar a definicdo rigorosa de limite para jamais usa-la.

Em suma, os textos de calculo sdo organizados segundo os canones do
conhecimento matemético: quando as garantias da certeza do instrumento a ser
usado ndo séo providas por meio de demonstracdes, o leitor € remetido a outras
fontes de certeza. E por mais que o professor que ministram céalculo se esforce para
ignorar as justificativas fundadas nos infinitesimais, elas terminam sobrevivendo.

E para isto, os autores afirmam que as pesquisas em educacdo matematica e
educacdo mateméatica em engenharia tém mostrado que é preciso que professor e
aluno admitam que a prépria instituicdo de ensino devesse assumir outras posturas,
em relacdo a postura pedagogica aplicada no curso. E corroboram a afirmagao: “Ao
tentar modificar a atual postura positivista e retransmissora (do professor) estaremos
abrindo um novo caminho na formag&o de um engenheiro critico e reflexivo perante
novas tecnologias e suas implicagdes junto a sociedade”, Kuehn e Bazzo (2004).

Para o segundo ponto, se reportam as discussdes da acdo pedagogica, a
legitimidade e a acdo didatica. No primeiro aponta que as ac¢des pedagdgicas do
‘ensino tradicional vigente’ (ETV) estdo fundadas em ideias cujo traco de
identificacdo simbdlica € o mesmo: “0 bom aluno”, e como fato, na sala de aula, o
professor mostra-se surdo no que diz respeito ao aluno tido como “ndo bom”, e este,
por seu lado, admite esse tipo de identificacdo tornando-se passivo, esperando que
o professor formule o problema e também forneca o modelo de resposta a ser
repetido.

E nesta perspectiva os autores afirmam que, nos cursos de engenharia ocorre
algo um pouco diferente. O efeito causado pelo ensurdecimento do professor aos
infinitésimos & o desprezo pelo calculo que os alunos terminam expressando: “o
calculo ndo serve para nada, meu pai € engenheiro e ele nunca mais usou” (grifo
dos autores, 2006).

Na questdo da legitimidade pedagdgica, para o tratamento dos infinitesimais,
0S autores sugerem que deve ser tratada para tocar o ponto crucial, pois consideram
ser uma base para a pratica didatica em cursos de calculo diferentemente da base
de andlise real que fundamenta a matematica do ETV, mas os infinitésimos

perderam legitimidade no ensino na matematica, mas o0s infinitesimais
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permaneceram em disciplinas na engenharia e na fisica, especialmente em éareas
como mecanica e eletricidade, onde sempre foram largamente usados.

Ambos os autores, reconhecem que a legitimidade dos infinitésimos como
objeto de ensino em cursos de calculo por instituicbes universitarias ainda esta por
ser feito. Entretanto, pela aceitacdo dos alunos, pela presenca dos raciocinios
infinitesimais nas disciplinas profissionais e pela legitimidade matematica, conforme
assegurada por Robinson (1966), supde que esse objeto ndo serad declarado
ilegitimo como objeto de ensino e que ndao seremos proibidos de continuar nossas
experiéncias didaticas com os infinitésimos.

Na terceira questao pedagdgica, os autores apontam que quando fizeram as
primeiras tentativas de introduzir os infinitesimais para alunos de Fisica e de
Engenharia Mecanica para os quais ministraram Calculo Diferencial e Integral |
guando ainda lecionavam na UNESP, puseram os alunos em situagdes de escolha
para que eles pudessem ter suas justificativas legitimadas, sem prejuizo da
abordagem tradicional do tépico limites, por limites e por infinitésimos, deixando a
escolha dos alunos qual delas devolveria nas provas escritas. E concluiram que a
maioria dos que preferiu os infinitésimos, os que tinham mais facilidade no curso
todo, diferentemente dos que escolhiam limites, onde tiveram um indice de acerto
bem inferiores.

Os autores encerram esta visdo pedagogica, afirmando que, ndo se devia
considerar que os raciocinios pela via dos infinitésimos devam excluir a nocdo de
limite, mas as duas nocdes devem fazer parte da formacdo matematica do
engenheiro, porque em muitos raciocinios dos livros das disciplinas profissionais,
especialmente quando se trata de variaveis que tendem ao infinito, a via dos limites
€ mais compreensivel, mas jamais os infinitésimos deveriam ter sido excluidos do
ensino de Calculo Diferencial e Integral, como é o caso do ETV.

Os autores encerram este artigo, considerando propostas para o curso de
engenharia em sistemas digitais, sendo o objetivo destas, construir e oferecer um
leque de imagens para que o aluno possa efetuar sua prépria escolha, e em
situacOes de aprendizagem como as que descreveram, 0s objetos infinitésimos sao
uma forma de pensamento infinito, pensamento dialético, e cujo desafio € superar as

proprias concepc¢des formadas nos bancos escolares tradicionais.
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Reis (2001, p. 18), apresenta uma andlise de manuais didaticos e de
entrevistas semiestruturadas com autores de livros de célculo e de analise. Nesta
apresenta uma revisdo bibliografica dos estudos sobre a probleméatica apresentada,
o qual relaciona com o ensino de Célculo e da Analise assim como o
desenvolvimento histdrico. Na revisdo bibliografica do autor sobre o ensino de
calculo e de analise encontramos dois aspectos, amplamente analisados: 1) o
Modelo dos Campos Semanticos e; 2) os trabalhos do Professor Roberto Baldino.

O autor acrescenta duas caracteristicas com base no pensamento diferencial
que discorrem com 0S seus objetivos: o pensamento intuitivo e 0 pensamento
rigoroso. Em relacéo as ideias do pensamento matematico avancado, o autor afirma
gue a maior relacdo que encontrou entre os trabalhos e a sua tese se deu na
passagem do pensamento matematico elementar para o avancado ndo sendo
necessariamente acompanhada de uma transicdo do pensamento intuitivo para o
rigoroso. Pesquisadores dessa linha defendem, por exemplo, que atividades
intuitivas devam preceder outras com definicbes e provas rigorosas.

Segundo o autor, nos trabalhos do Prof. Baldino nota-se uma posicao
contraria em se manter o limite como conceito central do ensino do célculo e da
andlise e apontam os infinitésimos como uma alternativa mais logica, e também
discute os erros mais comuns apresentados pelos alunos no célculo de integrais
indefinidas; onde aponta que o resultado na maioria deles é cometido em funcao de
dificuldades de manipulacdo algébrica elementar. Em Reis, a grande contribuicédo
dos trabalhos de Baldino para a sua tese reside na critica feita ao excesso de rigor
com que sao tratados conceitos de limite, continuidade, derivada e integral; & parca
exploracdo da aplicabilidade.

Em sua tese Reis tratar da questdo dos infinitésimos ao fazer um breve relato
histérico dos fundamentos do Calculo e do movimento de aritmetizacdo da Analise,
além das consequéncias para o ensino dessas disciplinas. E a importancia dos
limites e da influéncia da aritmetizagcédo da analise, a ordem com que 0s conceitos de
integral, derivada, limites, nimeros reais se desenvolveram na sua fundamentacao,
é invertida no ensino, além disso, a partir do movimento de aritmetizacdo da Analise,
tudo que pudesse ser provado, deveria ser provado. Assim, 0 autor acredita que tais
ideias sintetizam muito bem como essas transformacdes repercutiram nas questdes

relativas ao rigor e intuicdo, especialmente no ensino.
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Em sua tese Reis procura esclarecer duas questdes, a saber: o que ha de
intuitivo no ensino de calculo? E, o que ha de rigoroso no ensino de analise? Na
primeira aponta que a intuicdo € sempre presente no processo de producdo do
conhecimento matematico e que, numa fase consecutiva, é aperfeicoado e mais
rigoroso, assim sendo, deve estar presente no ensino tanto do calculo como da
analise, sempre que for preciso.

E para a segunda problematica, o autor, aponta que na maioria dos cursos, 0s
professores que ministram as chamadas disciplinas especificas tém sua formacéao
académica em matematica, e o exercicio do magistério requer um aprendizado
especifico da profissdo que esses professores ndao tém. Entdo questiona se muitos
dos problemas da educacdo universitaria brasileira ndo teriam relacdo com essa
falta de saber pedagdgico por parte de seus docentes.

Nesta tese, o autor analisa alguns dos livros comumente adotados como
bibliografia, para o ensino de Calculo, e esta é arrolada nos conceitos de limite e
continuidade. A propdsito do livro de Leithold, escreve que os conceitos de limite e

continuidade sdo primeiramente tratados de modo intuitivo e depois definidos em

termos dos argumentos ¢ e 6, 0 qual é utilizado na demonstracdo de teoremas. Este

enfatiza uma critica ao excesso de demonstracfes deixadas como exercicio e assim,
o livro de Leithold mostra uma preocupacdo com o conhecimento mecanizado e que
vem numa dissimulag&o de conhecimento conceitual.

Em relacdo ao livro de Swokowski, o autor aponta que este também aborda
primeiramente o conceito de limites e continuidade sob uma visdo intuitiva, porém,
adverso do livro de Leithold, traz uma gama de exercicios mais coerente. Porém,
discute duas situacdes nesta obra: se as preferéncias dos alunos por esse livio nao
seria decorrente da impressao que eles tém de terem aprendido o conteddo ao
conseguirem resolver os exercicios; e se essa visdo ndo é também a dos
professores e autores de livros, que acabam por valorizar o céalculo perante o
conceitual.

No livro de Fleming e Gongalves, o autor destaca a linguagem clara e
inteligivel, ndo diferente dos demais, empreende o0s conceitos de limites e
continuidade inicialmente sob um ponto de vista intuitivo. Entretanto aponta que as
autoras dado um tratamento amplo e completo a esses conceitos, com uma
abordagem ndo muito rigorosa, nas preposicoes e propriedades iniciais. E como
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consequéncia, aponta que, os alunos passam a considerar o assunto “dificilimo para
ser entendido” e empacam nos calculos de limites.

O destaque dado por Reis ao livro de Edwards e Penney, que o diferencia dos
demais, é o fato da obra apresentar a derivada antes do conceito de limite por meio
de problemas de tangentes. Reis considera o livro inovador ndo sé por isso, mas
também por conta dos projetos complementares que apresenta, e da sua
abordagem exploratoria e problematizadora dos conteudos apresentados, onde
muitas vezes sugere 0 uso de novas tecnologias.

Nos livros de célculo de Avila possuem particularidades. O seu Caélculo |, ao
contrario do demais ja citados pelo autor, ndo define o conceito de limites através do

par € e § a ideia aparece através de problemas com reta tangente e a exposi¢ao é

concisa. Reis considera este tratamento comparativamente mais adequado. No livro,
Introducdo ao Calculo tem-se uma versdo simplificada do Caélculo | e assim como
Edwards e Penney, apresenta uma exposicao inicial de derivada antes de introduzir
0 conceito de limites e continuidade este é destinado a alunos que ingressam no
ensino superior com deficiéncias em matematica. Finalmente, no livro Introducéo as
Funcdes e as Derivadas € um dos raros livros que se dedicam ao ensino de
derivada para o ensino médio.

O livro de andlise de Geraldo Avila, apresenta limites e continuidade na
sequéncia habitual, com a utilizacdo de noc¢Bes topoldgicas. Aqui, Reis destaca as
notas complementares ao fim de cada capitulo. Apesar de ver isso como um avanco,
reitera que essa posicdo de colocar os aspectos mais procedimentais (parte inicial)
separados dos histérico-conceituais, em forma de notas, retrata certa concepcao
dicotbmica. J& no livro de Andlise de Rudin primeiro define limites e continuidade em
termos de espacos métricos para depois reformula-la em termos de sucessdes, este
livro é escasso em figuras e graficos, ndo apresenta notas historicas e mostra uma
preocupacao em apresentar uma analise “aritmetizada”, e ainda, a apresentacao dos
conteudos, de modo geral, é formal e rigorosa.

Da mesma maneira como em Rudin, o livro de Figueiredo possui escassez de
graficos ou figuras, entretanto, como no livro de Avila, existe muitas notas histéricas,
dispostas ao longo do texto. Limites e continuidade sdo apresentados a partir de

limites laterais que utilizam conceitos de convergéncia de sucessfes numeéricas.
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Figueiredo justifica suas escolhas, o que mostra uma preocupac¢ao com a formacao
de um aluno reflexivo.

Em sua ultima apreciacdo de livros de célculo, no livro de Caraca, Reis
destaca, que este ndo € um livro didatico de andlise, entretanto, possui alguns
elementos interessantes, tal como a abordagem do conceito de limites ligada a ideia
dos infinitésimos, a preocupagdo em apresentar os contextos sécios histéricos onde
se tém: os conceitos e a exploracdo da dimensdo geométrica intuitiva. Neste, a
abordagem privilegia o conceitual ante o procedimental.

Em seu trabalho Reis traz as entrevistas com Roberto Baldino, Geraldo Avila,
Djairo de Figueiredo e Elon Lima foram agrupados em duas categorias: os saberes
do professor de calculo e de analise, subdivididos em especifico, pedagogico e
curricular; e a relacdo entre o rigor e a intuicdo no ensino de calculo e de analise.
Reis destaca dois tipos de saber especifico que emergiram da fala dos professores
entrevistados: o histérico (refere-se a acontecimentos histéricos julgados pelos
entrevistados como fundamentais em si e pelas suas relacdes com o ensino e
curriculo) e o epistemoldgico (relativo a natureza do pensamento diferencial e
analitico). Baldino acredita que o saber histoérico pode ser utilizado como uma
espécie de adverténcia, visto que ao se conhecer a evolu¢do de um dado conteudo,
podem-se evitar muitos problemas relacionados ao seu ensino.

Relativo ao saber epistemoldgico, Reis relata a dificuldade existente em se
discutir e caracterizar o pensamento diferencial e analitico: o dominio conceitual
dessas duas formas é pouco conhecido ou explorado. O pensamento diferencial é
distinguido do algébrico por introduzir a questdo da decomposicdo de grandezas. O
pensamento analitico se resume em “se supor uma coisa, tomar aquilo como
hipétese e fazer a analise daquilo”.

Um fato que Reis assina sobre saberes epistemoldgico é a necessidade de
nao se corresponder o diferencial com a intuicdo e o analitico com o rigor. Deste
modo, Baldino e Avila (1998) afirmam que o pensamento analitico esta presente na
Matematica muito antes do Calculo ter se tornado rigoroso, com isto, o rigor foi
necessario para o seu desenvolvimento, mas a identificagdo desses dois ndo é
completa.

O saber curricular € o saber cientifico transposto didaticamente. Dois saberes

curriculares referentes ao ensino de célculo e de analise emergiram das entrevistas:
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um relativo aos programas e 0 outro aos materiais didaticos. Baldino destaca o
conflito existente entre os curriculos de célculo e de analise, nitida nos cursos onde
a abordagem formalista é preponderante, isto estaria ligada a maior valorizacdo da
dimensdo procedimental; vista como a Unica capaz de garantir a validade das
proposicdes nestes itens.

No que concerne ao conhecimento pedagdgico, que é o que “diz respeito as
diferentes formas de representar e explorar os conteddos de modo a torna-los
compreensiveis e significativos para os alunos”, o tema que se destacou nas
entrevistas foi a abordagem didéatico-pedagdgica dada as aplicacdes da matematica.
Baldino, Djairo e Avila destacaram o papel motivador das aplicagdes no célculo,
campo fértil para trabalhar com esses aspectos.

Reis procura levantar ainda uma visdo geral sobre o ensino de calculo e de
andlise de cada depoente. Para Baldino existe uma grande diferenca entre o que se
ensina e o que o aluno aprende: o real compromisso da universidade é com seu
proprio funcionamento. Para Avila, o professor de célculo deve se comportar como
um colega mais velho, entretanto, na pratica a relacdo professor-aluno €
completamente diferente e ndo deixa espaco para uma tentativa de crescimento
conjunto. Elon e Djairo se assemelham por apresentarem uma preocupacao ética na
pratica pedagdgica.

Para Djairo, no célculo e na analise, muitas vezes é necessario que se
“‘despreze algumas etapas” para que se cheguem rapidamente nos topicos
considerados essenciais, mas, para isso, € necessaria uma atitude honesta perante
o aluno. Para Elon, o professor deve em ter uma atitude equilibrada de modo que
em algum momento preferir por ndo dizer toda verdade, mas, nunca chegar a mentir.

A importancia da disciplina de analise na formacdo do professor também é
focada por Reis. A partir das entrevistas o autor observou que, essa disciplina € vista
como fundamental para a formacdo de professores, porém, ainda, ndo ha
concordancia com relacdo a maneira como deveria ser ensinada nos cursos de
graduacdo de modo a contribuir para essa formacéo. Para o autor, um curso de
analise deveria ser desenvolvido de acordo com as condi¢des intelectuais dos
alunos e de seus conhecimentos prévios e ressalta que a abordagem

excessivamente rigorosa dessa disciplina deve ser superada.
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Nas consideracdes finais, Reis retoma a questdes ja discutidas ao longo de
sua pesquisa e levanta novas posi¢oes, a saber: 1) o rigor académico dominante no
mundo das publicacbes e apresentacdes de trabalho ndo deve ser diretamente
transposto para o ensino, deve-se dar ao rigor um tratamento compativel com o
contexto de ensino; 2) intuicdo e rigor sao dimensodes interdependentes, um nao
existe sem o outro, assim sendo, ndo ha ensino de calculo sem rigor e nem de
analise sem intuicdo; 3) o curso de analise desempenha o papel de desencadeador
da autonomia intelectual do futuro professor devem ser desenvolvidos de acordo
com as condigfes intelectuais dos alunos, seus conhecimentos prévios e suas
imagens conceituais relacionadas ao conteudo.

A pesquisa Vieira (2013) traz as ideias de Efraim Fischbein (1994) que este
faz sobre a interacdo entre as componentes formal, algoritmica e intuitiva no
desenvolvimento do pensamento matematico; sobretudo, € de especial importancia
um dos efeitos da interacdo entre as componentes intuitivas e formais, quando um
sujeito esta em atividade matemética, que pode provocar o surgimento do que
chama de obstaculos epistemolégicos.. A partir da discussao que Fischbein faz
sobre a interacdo entreas componentes formal, algoritmica e intuitiva no
desenvolvimento do pensamento matematico; os efeitos da interacdo entre as
componentes intuitivas e formais, quando um docente em atividade matematica,
podem provocar 0 surgimento do que Fischbein chama de obstaculos
epistemoldgicos.

Desta forma, o autor coloca como objetivo deste trabalho investigar de que os
professores com livros didaticos de Célculo Diferencial e Integral constroem os
conceitos de limite e convergéncia de sequéncias e séries, as ideias de Efraim
Fischbein as interacdes entre as componentes formais, algoritmicas e intuitivas
destacadas na maneira que se da discussdo e a superacdo de obstaculos
epistemoldgicos, referentes a estes conceitos. Ao final desta investigacao, pretende
0 autor apresentar uma abordagem de ensino, com uma nova proposta para o
tratamento dos temas estudados, baseada nos estudos que desenvolveu com
professores e livros didaticos.

Partindo da premissa que o livro didatico € um dos instrumentos de auxilio
para professores e estudantes nos processos de ensino e de aprendizagem de

Matematica, teve justificada sua preocupacdo em investigar como esses livros
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apresentam os assuntos sequéncias e séries. E afirma que, a constituicdo das obras
nem sempre privilegia constru¢des de um entendimento pleno de conceitos e ideias.
Dessa forma sua pesquisa vem considerar varios aspectos do desenvolvimento do
raciocinio matematico nos livros texto mais habitualmente utilizados. Nesse sentido,
no modelo de Bachelard (apud VIEIRA, 2013, p. 38, “[ ... ] as forgas psiquicas que
atuam no conhecimento cientifico sdo mais confusas, mais exauridas, mais
hesitantes do que se imagina quando consideradas de fora, nos livros em que
aguardam pelo leitor”).

De fato, vemos a relevancia deste trabalho do autor, em mostrar a
possibilidade de entender como se articulam, nas aulas de Célculo e nos livros
didaticos, os conceitos basicos relacionados aos aspectos formais, os algoritmos e
intuicbes correspondentes e procura, com isto, tirar proveito dessas articulacdes, a
fim de mostrar que no processo de ensino a superacdo de obstaculos
epistemoldgicos. Esta pesquisa foi desenvolvida em trés etapas, trabalhando com
meétodos quantitativos e qualitativos. A fim de caracterizar, classificar e selecionar as
obras que serdo analisadas, faremos uma pesquisa exploratoria quantitativa. Esse
tratamento proporcionou melhor familiaridade com as obras mais relevantes para
suas tarefas

Em Vieira (2013, p. 41),as ementas das disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral das principais universidades brasileiras, ementas essas que podem ser
obtidas nos sitios dessas universidades na internet. Pretendemos recolher entre 50
e 100 ementas, um tamanho de amostra que consideramos adequado para n0ossos
propdsitos, visto que ha no Brasil 109 universidades publicas, entre federais,
estaduais e municipais (transcricdo do texto do INEP: 2013).

Organizou entrevistas semiestruturadas com os professores participantes da
pesquisa, na qual as questbes foram previamente elaboradas dentro de uma
organizacdo logica, levando em consideracdo a sequéncia de pensamento do
entrevistado e com o cuidado para que nao fujam ao tema de interesse, pois o
proposito foi o de comparar as diferencas entre os respondentes (professores)
dentro de um mesmo grupo de perguntas.

Considerando a interacdo entre as componentes formais, algoritmicas e
intuitivas, elaboraram atividades nas quais obstaculos epistemoldgicos, referentes

ao estudo de sequéncias e séries ja consagradas na literatura e aqueles levantados
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nas andlises de livros didaticos e entrevistas, as quais foram consideradas e
colocadas em discussédo, para que estes obstaculos pudessem ser enfrentados e
superados.

Apés a elaboracao das atividades, pretendemos aplica-las para alunos que ja
estudaram os temas de sequéncias e séries a fim de analisar se esses obstaculos
foram superados e quais eventualmente persistem, apos o estudo destes temas.

Segundo Breunig e Nehring (2014, p. 4) na Teoria da Transposicado Didatica,
proposta por Chevallard (1991) e, em uma abordagem histérica do conceito de
limite, que fundamenta os conceitos do Calculo. Ambos questionam de que forma
ocorre a transi¢do do saber cientifico para o saber a ensinar, no processo de ensino
dos conceitos matematicos. Estas questbes contribuem para o desenvolvimento
deste artigo que tem como foco o processo de transicao do saber cientifico ao saber
a ensinar, considerando, especificamente, o conceito de limite.

Para a realizagdo da pesquisa, se empenharam na necessidade de
compreender o processo de mediacdo do docente de Matematica nas aulas de
Célculo I, podendo estar relacionado com o processo de transicdo do saber cientifico
ao saber a ensinar. Por este motivo, inicialmente neste trabalho, propomos uma
discusséo e compreenséao da Teoria de Transposicado Didatica, que trata exatamente
da transicdo do saber cientifico ao saber a ensinar, conceituando cada um destes
saberes e a perspectiva historica do conceito de limite.

Ambos afirmam que entender o conceito de limite como um saber cientifico
transformado, posteriormente, em um saber para ensinar, produzido na, e a partir da
intervencdo docente. As abordagens, tedrica e histérica possibilitaram a analise do
conceito de limite no Livro de Calculo (ANTON, 2000), que foi parte empirica da
pesquisa, onde buscaram identificar como esse saber cientifico € apresentado na
introducdo do conceito de limite, levando em conta a necessidade, ou nao, deste
conceito no ensino de Célculo para cursos de Engenharia.

Breunig e Nehring (1999) afirmam que a Transposi¢do Didatica surge a partir
da interacdo entre Pedagogia e Didatica, as quais se diferenciam pelo fato da
primeira ter como foco as relacbes em sala de aula docente-discente, e a segunda
tem como foco o objeto de ensino, o saber, ou seja, a relacdo saber-discente.

Portanto, a Transposicdo Didética considera a relacdo constante entre
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saber/docente, saber/discente e discente/docente. Estas articulagdes remetem ao
triangulo didatico-pedagogico, enfatizado por eles em Gauthier e Martineau (2001).

Para de fato entender o processo de producdo do saber o ensinar é
necessario entender mais profundamente o conceito de Transposicdo Didatica, que
inicialmente pode ser definida como a transformacédo de um saber a ensinar em um
saber ensinado, conforme em Chevallard (1991). Este conceito surgiu a partir da
necessidade de adaptar o conhecimento para posteriormente ensina-lo.

Nesse processo de producédo do saber o ensinar, os autores afirmam que, o
professor precisa se sentir parte dele, mas para isso, é necessario entender o que é
a Transposicdo Didatica, ou seja, que no processo de ensino, ndo se pode
considerar como ator principal o discente, o docente ou o saber e, além disso,
entender o docente como o gestor do curriculo. Todos devem ser considerados
como parte do processo de ensino, numa constante interagdo entre eles.

A transformacao dos saberes proposta na pesquisa se da: “saber cientifico” e
“saber a ensinar’ na construcdo da etapa inicial de transformacdo dos saberes.
Apontado em Menezes (2006) pelas autoras, esta transformacéo € realizada com a
interferéncia da Noosfera, constituida pela comunidade que estabelece o que deve
ser ensinado na instituicdo educativa. Comunidade esta, constituida por autodidatas,
docentes, pedagogos, entidades sindicais, autores de livros didaticos, “Enfim,
pessoas [...] que vao elaborar programas, diretrizes curriculares, livros didaticos, etc.
(MENEZES, 2006, p.75-76).”.

A partir deste histérico do conceito de Limite, pode-se perceber que este é
resultado de uma longa evolucdo tedrica de conceitos matematicos. Essa
evolucao/desenvolvimento da Matematica ocorre gracas aos problemas colocados
aos matematicos, ou seja, “[...], esta fonte indispensavel nunca se esgotou desde
gue a teoria existe, quer se trate de problemas colocados pelas aplicacbes das
matematicas ou de uma evolugéo interna (DIEUDONNE, 1990)”.

A partir da discussdao em Anton (2000) buscam sistematizar o0 conceito
delimite, para tanto, relaciona as linguagens e definicées informais a uma linguagem
matematica, ou seja, busca atribuir significado matematico mais preciso as
predefinicdes estabelecidas anteriormente. Para formalizar o conceito, € feito um
dialogo, considerando a andlise grafica e algébrica, de uma funcgéo f qualquer, em

um ponto no qual x — a (X tende a ‘a’). Retoma-se a necessidade de utilizar
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aproximacdes para x cada vez mais proximas de a, este processo possibilita que f(x)
aproxime-se cada vez mais do limite.

Fica evidente neste trabalho que a definicdo de limite apresentado no saber
ensinar foi construida (reconstruida) em uma linguagem distante do saber cientifico,
mas nao desconsiderou as principais caracteristicas do conceito. Aqui fica claro o
que é a Transposigcao Didatica, e como ocorre o processo de saber cientifico —
saber a ensinar. Este processo se caracteriza pela transformacao e organizagéo de
novos textos que contextualizam a compreensdo por parte do discente para a
constituicdo do saber aprendido, no entanto, € de extrema importancia, que nesse
processo de transformacédo dos saberes, 0s conceitos ndo percamos sentido, pois
desta forma o conceito pode perder seu significado no processo de aprendizagem.

Ao analisarem o Livro Didatico de Calculo (Anton, 2000), os possibilitou
perceberem a importancia do conhecimento cientifico por parte do docente. Séo as
caracteristicas do saber cientifico nos demais saberes, que déo sentindo e
significado a aprendizagem conceitual do discente, ndo somente do conceito de
limite, mas dos demais conceitos matematicos.

Breunig e Nehring (1998) concluem que € necessaria a transformacéo entre
0s saberes, o cientifico e o ensinar, para que se produza um saber aprendido com
significado. Para tanto é preciso que o docente se aproprie do saber cientifico e do
saber ensinar estabelecendo significado ao aprendizado. A partir desta perspectiva
todo conceito a ensinar tera um significado no processo de ensino.

Em Tall (2001) tém-se duas abordagens para o ensino do conceito de limites
proposta nesse curso. A primeira mostrou que em determinadas sequéncias, 0
computador se mostrava lento em realizar os calculos, concluindo que o limite € um
processo que nao finda. A segunda em relacdo ao topico da convergéncia de
sequéncias, 0 objetivo do curso de Calculo era gerar intuicdes, por meio de uma
precisao fixada, com o intuito de desenvolvé-la para a definicdo formal do conceito.
Apesar desse tipo de abordagem, comparando os resultados de um pré-teste para
um poés-testes, a maioria dos alunos da pesquisa errou as questdes formuladas. Um
tépico foi dedicado a discussdo de que um decimal infinito pode ser visto como um
limite de sequéncia de aproximac¢des decimais.

Em Tall (2000), o conceito de continuidade, utilizou elementos da Analise

Ndo-Standard a fim de fornecer uma base formal adequada as intuicdes
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reconhecidas pelos alunos. Tall (2000) prop6s uma abordagem intuitiva para o
conceito de continuidade, utilizando o computador, considerando “[...] um grafico
desenhado "continuamente" nesse sentido intuitivo, simplesmente esticando-o
horizontalmente, mantendo a escala vertical constante, retire essa imagem do
grafico em uma janela separada”.

Com relacdo ao conceito de derivada, no artigo (Tall, 1981), exibi uma
indicacdo de abordagem de ensino, em que o conceito de derivada € definido no
contexto da Andlise N&o-Standard. Utilizando a funcdo, nomeada como,
microscopio-6 centrado em (X, f(x)). Com auxilio do computador, construiu imagens
que desenvolvessem motivacdes adequadas a nocdo de funcdes diferenciaveis,
ampliando seu grafico, e quando a representacao grafica de uma funcao é ampliada,
a aparéncia dessa porcéo do gréfico é idéntica a um segmento de reta.

Em Tall (1991, 2000), o conceito integral definida, o pesquisador defende que
numa abordagem em que a integracdo é reconhecida como o inverso da
diferenciacéo, isto é, antiderivada, mostra que a continuidade da funcéo integravel é
menos evidente, quando é dado ao conceito de integracdo um significado
independente por meio da soma.

Em Tall (2000), as no¢des materializadas de ‘area’ e ‘area até o momento’
(tradugao da expressao ‘area-so-far’ pode sustentar a Integracdo de Riemann e até
a de Lesbegue). Tais nogbes sado ampliadas com um computador e softwares
desenvolvidos apropriadamente, pois podem ser utilizados para calcular a area
numeérica e relacionar a nog¢ao de continuidade com a no¢ao de integragao.

Em Moraes (2013) aponta que as dificuldades em Matemética no ensino
superior tém sido muito discutidas em diversos estudos em Educacdo Matemaética, e
as pesquisas apontam para o fato de que o ensino e a aprendizagem das nocdes
envolvidas apresentam muitas questdes que merecem ser aprofundadas.

Moraes (2013) tem como questdo problema nesta pesquisa: quais 0sS
obstaculos epistemoldgicos estdo presentes no processo de constru¢do do conceito
de limite de funcédo real a valores reais? A partir do exposto, propds a identificar os
obstaculos epistemologicos segundo BACHELARD, 1996; BROUSSEAU, 1986 no
processo de construcado do conceito de limite de funcdo real de uma variavel real a
partir de obstaculos listados por Cornu (1983), Sierpinska (1985) e Rezende (1994).
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Para alcancar esse objetivo Moraes e Mendes (2013), utilizaram a
observacéo das aulas da disciplina Calculo | e questionarios para a coleta de dados
que permitiram analisar se os obstaculos identificados pelos autores supracitados
também estdo presentes e de que modo aparecem no alunado atual de nossa
regiao.

A investigagcédo de Moraes (2013) foi focada no contexto das Licenciaturas em
Matematica das IES publicas de Belém, mais especificamente, com alunos que
estavam cursando a disciplina Calculo | da Universidade Federal do Para (UFPA),
Universidade do Estado do Para (UEPA) e Instituto Federal do Paréa (IFPA).

Moraes (2013) pode inferir que a explicitacdo dos obstaculos epistemoldgicos
e atos de entendimento relativos a nocdo de limite, tém algumas implicacbes
didatico-pedagdgicas importantes para a construcdo do conceito de limite de fungéo
de uma variavel, e essas implicacdes, nessa pesquisa, resultados das analises das
respostas dos alunos de Graduacao se configuraram em sugestdes para o ensino de
limite de funcdo de uma variavel.

Segundo Moraes (2013) os apontamentos de Sad (1998) considera o ensino
de limite a partir de “onde o aluno esta”, por via do dialogo dos estudantes entre os
mesmos e com o professor, permitindo que as compreensdes do aluno nédo se
transformem em obstaculos para sua aprendizagem, mas sim, o propulsor para a

construcdo de uma nova compreensdo mais solida mediada pelo professor.

1.3. O ENSINO-APRENDIZAGEM DE LIMITES DE FUNCOES SEGUNDO
PROFESSORES DE MATEMATICA NA UEPA

Nesta secdo, objetivamos apresentar um diagndstico a respeito da pratica
docente para o ensino de Limites de Funcdes, na qual pretendemos habituarmos em
relacdo as dificuldades que os discentes expunham, e para isto, realizamos uma
consulta aos docentes por meio de um questionario, contendo questdes referentes a
formacdo profissionais, praticas no ensino de limites de funcbes, além das
dificuldades percebidas, nos discentes, quanto a aprendizagem do conteudo. O
instrumento de pesquisa foi aplicado a 35 professores efetivos e substitutos da

Universidade do Estado do Pard, durante os meses de Abril a maio de 2015.
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Em relacdo a faixa etaria de idade dos professores, notamos que:

Gréfico 1 — Percentual dos professores em relagdo a faixa etaria.
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FONTE: Pesquisa de campo (Maio/2015)

Os dados observados indicaram que 34%, tém entre 36 e 40 anos, isto nos
mostra que os professores atuantes na UEPA, tanto na capital quanto no interior, na
maioria, nesta faixa apresentam-se numa idade adulta.

Quanto ao género:

Gréfico 2 - percentual dos professores divididos em género.

B Feminino

Masculino

FONTE: pesquisa de campo (Maio/2012).

Dos professores pesquisados, 34% sdo do sexo feminino e 66% do sexo
masculino. Esses percentuais nos mostram que o numero de homens atuando na
UEPA, tanto na capital quanto no interior, em sua maioria € masculino.
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Gréfico 3 - percentual dos professores em relagéo ao tempo de servigo no nivel superior.
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FONTE: pesquisa de campo (Maio/2015).

Sobre o tempo de servico notamos que em docéncia superior, 17% entre 1 a
5 anos, 21%, tém entre 6 a 10 anos, e 17%, de 11 a 15 anos de exercicio da
docéncia, 11% tem entre 16 e 20 anos e, 20% possuem entre 21 e 25 anos, e 14%
possui entre 26 e 30 anos de profissdo. Disto, podemos observar que uma minoria
dos entrevistados da pesquisa possui uma consideravel experiéncia em sala de
aula, na docéncia em ensino superior.

Com relacdo a formagéo de Nivel Superior, apresentamos:

Gréfico 4 - percentual dos professores em relacéo a sua formagéo académica.
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FONTE: pesquisa de campo (Maio/2015).
Portanto, os dados revelam que 32% dos professores pesquisados, na capital

guanto no Interior, possuem apenas especializacdo, 23% com mestrado, e desses

45% sao doutores.
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Grafico 5 - percentual das turmas que leciona atualmente.

Quanto a turmas que esta lecionando atualmente.
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FONTE: pesquisa de campo (Maio/2015).

Os dados nos mostram que 11% dos professores nao lecionam em turmas

qgque usam o ensino de Limites, 49% lecionam em turmas de Matematica, 13%

lecionam em turmas de ciéncias naturais e 25% lecionam em turmas de Engenharia.

Gréfico 6 - percentual dos professores que ja lecionou limites de funcdes.

Quanto o curso que o professor ja lecionou Limite de Funcdes:
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FONTE: pesquisa de campo (Maio/2015).

Os dados revelam que 88% dos professores, ou seja, em sua maioria ja

lecionou limites de fungbes no CCSE/UEPA e em média 11% desse lecionou limites
de funcdes no CCNT/UEPA.
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Quanto ao tipo de Instituicdo que leciona

Grafico 7 — Tipo de instituicdo de ensino superior que trabalha atualmente.

80%

70%

60%

50%

40%

30%

20%

[ ]
o ] ]

A B C D

A — Trabalham somente em instituicdo publicas estaduais; B — Trabalham em escolas publicas
estaduais e federais; C — Trabalham em instituic6es publicas estaduais e privadas; e D —
Trabalham em instituicBes federais e privadas;

FONTE: pesquisa de campo (Maio/2015).

Com estes dados, identificamos que 73% exercem atividade somente nas
instituicbes publicas do campo estadual, 12%, além das estaduais, também nas
federais, 9% trabalham em escolas estaduais e privadas, e 6% exercem atividade
nas instituicdes federais e privadas.

Fora pesquisado, também, como o professor aprenderam limites de funcgdes,

e os dados incluem-se de.

Tabela 1 - Como os professores de matemética aprenderam os limites de fun¢des.
(CONTINUA)

Alternativa escolhida Percentual

(a) definicdo seguida de exemplos 47%

e exercicios;

(b) situacéo problema para depois 44%

introduzir o assunto;

(c) experimento para chegar ao 6,5%
conceito;
(d) outra maneira. 2,5%

Fonte: Pesquisa de campo (Maio, 2015).
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Na tabela anterior, verificamos que a maioria dos professores, 47%, aprendeu
o conteudo limite de funcdo por meio de uma definicdo seguida de exemplos e

exercicios.

Tabela 2 - Como os professores de matematica ensinam o limite de funcdo, a maioria das aulas

comeca.

Alternativa escolhida Percentual

(@) pela definicho seguida de 73%

exemplos e exercicios;

(b) com uma situacdo problema 26%

para depois introduzir o assunto;

(c) com um experimento para 1,0%

chegar ao conceito;

Fonte: Pesquisa de campo (Maio, 2015).

Na tabela anterior, verificamos que a maioria dos professores, 73%, ensina o
contetdo limite de funcdo, comecando pela definicdo seguida de exemplos e
exercicios. O perfil destes professores ndo pode ser apresentado de maneira
especifica, pois na escolha da alternativa ndo ha correlacdo com a sua titulacao.
Isso demonstra, que o ensino de limite de funcdo que ndo desta maneira, € relativo a
pratica de sala de aula.

Pesquisamos, também de que maneira os professores perpetram a fixacdo do

conteudo, apresentando os dados na tabela a seguir:

Tabela 3 - Como os professores de matematica fixam o contetddo de Limites de Fungdes.

(CONTINUA)
Alternativa Escolhida Percentual
a) apresentar uma lista de
- | 81%
exercicios para serem resolvidos;
c) solicitar que os alunos resolvam
os exercicios do livro indicado para 14%

a disciplina Calculo;

d) ndo propbem questbes de -
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fixacao;

e) solicita que os alunos procurem

questdes sobre o assunto para

resolver em livros de Célculos

5%

Fonte: Pesquisa de campo (Maio, 2015).

Na tabela anterior, verificamos que a maioria dos professores, 81%, fixa o

contetdo limite de funcdo, comecando pela definicdo seguida de exemplos e

exercicios. O perfil destes professores pode ser como um professor tradicionalista no

seu fazer ensino. Isso demonstra, que o ensino de limite de funcdo que nédo desta

maneira, € relativo a forma como aprendeu na universidade.

A tabela seguinte vem mostrar, a opinido dos docentes pesquisados, quais 0s

tépicos com maior dificuldade para os alunos aprenderem.

Tabela 4 - Tépicos com maior dificuldade para aprender Limites de Func¢des, segundo professores de

matematica.
(CONTINUA)
Ordem Topicos Porcentagem
1° déia de Limite 45%
2° Conceito de Limites 41%
3° Célculo de Limites 42%
4° Unicidade de Limites 30%
5° Limites Laterais 30%
6° Limites de uma Sequencia 30%
7° Limites de Funcdo Continua 28%
8° Limite de Func&o Descontinua 28%
9° Limites Infinitos 28%
10° Limites no Infinito 22%
11° Teorema da conservacéo do Sinal 22%
12° Teorema do Confronto 20%
13° Limites Trigonométricos 20%
14° Limites Trigonométricos Fundamentais 20%
15° Limites de Func&o Exponencial 17%
16° Limites de Funcdes Logaritmicas 13%
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17° Limite Exponencial Fundamental 13%

18° Formas Indeterminadas 13%
19° Limite da Soma de Funcdes 10%
20° Limite do Produto de Funcdes 16%
21° Limite do Quociente de Funces 16%
22° Limite da Raiz de Funcdes 21%
23° Limite de Composicdo de Funcdes 21%
24° AplicacBes de Limites 21%

FONTE: Pesquisa de Campo (Maio, 2015).

Verificamos que a maior parte dos docentes, no processo de fixacdo do limite
de funcdes, apresenta uma lista de exercicios para serem resolvidos. Isto se deve
ao fato de que na graduacdo é o método de ensino € o tradicional, no qual o
professor € o sujeito ativo no processo de ensino-aprendizagem, repassando seu
conhecimento aos alunos, normalmente por meio de aula tedrica. Deste modo, no
conteudo de Limites o uso do método tradicional, as aulas sdo centradas no
professor, e que define quais serédo os itens repassados aos alunos.

Com isto, os dados apresentados séo correlatos, pois como percebemos, a
partir do levantamento de estudos anteriores, 0os alunos que possuem certa
dificuldade no conceito de funcdo apresentam dificuldade no entendimento de Limite
sendo que a representacao grafica € um dos problemas apresentados pelos alunos.

A seguir assinalamos as dificuldades dos alunos egressos do 1° ano da

graduacéo em relacéo aos limites de fungdes.

1.4. O ENSINO-APRENDIZAGEM DE LIMITES DE FUNCOES SEGUNDO OS
ALUNOS DE GRADUACAO

Com a finalidade de apresentar das dificuldades em relagdo ao ensino de
Limites de Func¢des, concretizamos uma consulta aos alunos de graduagao por meio
de questionarios, com perguntas referentes a informacfes socioculturais, e quatro
questdes envolvendo a tematica de limite de fungéo, sendo que a primeira contém

guatorze itens, a segunda questao envolvendo continuidade de limite, a terceira e a
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quarta questdo versam sobre aplicagcdes de limites de fungbes em situagbes do

cotidiano.

O instrumento da pesquisa foi aplicado a 100 alunos de Graduagcdo em

Matematica, Ciéncias Naturais e alunos dos cursos tecnologicos da UEPA, ou seja,

que tem um conhecimento do conteldo, objeto desta pesquisa Limite de Funcéo.

Desse modo, com relacdo ao género dos alunos pesquisados, apresentamos:

GRAFICO 8 - percentual dos alunos divididos em género.

M Feminino

B Masculino

FONTE: pesquisa de campo (Agosto/2015).

A maioria dos alunos, participantes desta etapa da pesquisa, era do sexo

masculino, perfazendo 64% e o restante, 36% do género feminino. A respeito dos

responsaveis, como descrito no gréafico a sequir:

Com relacao a faixa etaria dos alunos:

GRAFICO 9 - percentual dos alunos divididos em faixas etarias:

70%

60% 58%

50% -

40% -

30% -

2270

20% -

17%

10% -

0% -
15-20 21-25

25-30

FONTE: pesquisa de campo (Agosto, 2015).
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Podemos notar que: 58% tém de 15 a 20 anos, 25%, de 21 a 25 anos, e
somente 17% estdo na faixa de 25 a 30 anos. Isto evidencia que o perfil do
graduando da UEPA € em sua maioria de adolescente.

Com relacao ao ano que entrou na UEPA.
GRAFICO 10 - percentual do ano em que entrou na UEPA.

40%

35%

35%

30% 27%
25% -
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0% -
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FONTE: pesquisa de campo (Agosto/2015).

Podemos perceber que os alunos que entraram em 2012 correspondem a
27%, em 2013 sdo 35% e em 2014 representam 38%. Isto mostra que pelo
percentual a quantidade alunos diminui de um ano em relagéo a outro.

Em relacdo se o aluno que ingressou na UEPA j4 tinha realizado outro curso

superior, apresentamos:

GRAFICO 11 - percentual o aluno que ingressou na UEPA e que ja tinha realizado outro curso
superior.
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FONTE: pesquisa de campo (Agosto/2015).

Dos alunos pesquisado, somente 17% ja tinham realizado um curso superior
antes do ingresso na UEPA e 83% Ingressaram somente com Ensino Médio
Completo.

Quanto aos docentes que cursou Célculo:

GRAFICO 12 - percentual de docentes que cursou célculo.
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FONTE: pesquisa de campo (Agosto/2012).

Os dados revelaram que 98% dos alunos curso calculo, enquanto que 2% ja
tinham um conhecimento prévio de calculo, mas cursou calculo na UEPA. Estes
dados revelaram que se tem uma influéncia no contetdo de Limites na disciplina

Célculo.

Quanto ao ano que o docente cursou Célculo |, temos:

GRAFICO 13 - Percentual quanto ao ano que o docente cursou Calculo 1.
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FONTE: pesquisa de campo (Agosto/2015).
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seu ingresso na UEPA.

GRAFICO 14 - percentual os alunos que adotam um livro texto de Calculo.

Esta tabulacdo mostra que os alunos cursaram célculo no ano seguinte ao

Quanto a adoc¢éao de um livro texto de calculo I, por parte do aluno:

60%
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40% -
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45%

Sim

55%

Nao

FONTE: pesquisa de campo (Agosto/2015).

Notamos neste grafico que a maioria dos alunos, ou seja, 55%, ndo tem

habito de adotar um livro texto para Calculo I, o que contrasta com os 45% dos que

adotam livro texto para estudar célculo I.

GRAFICO 15 - percentual dos alunos que ficou em dependéncia em Caélculo .

Em relacdo aos alunos que ficou em dependéncia de Calculo |, obtivemos:

56%

54%

54%

52%
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46%

Sim

Ndo

FONTE: pesquisa de campo (Agosto/2015).
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Notamos neste grafico que a maioria dos alunos, ou seja, 54%, nao ficaram
em dependéncia no Calculo |, e os 45% dos entrevistados ficaram em dependéncia

calculo I, e destes todos so6 ficaram uma vez nesta situacao.

Em relagdo a relevancia dos estudos de Limites, obtivemos:

GRAFICO 16 - percentual da relevancia para os estudos de limites de fungées.
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FONTE: pesquisa de campo (Agosto/2012).

Os dados revelaram que 62%, a maioria, dos alunos pesquisados nao
considera relevante os estudos de limites, posto que o considere como estratégia
para resolver Derivadas. Mas apenas 38% tem opinido contraria a esta relevancia,
pois € importante em sua formacdo profissional. Fora pesquisado, também, o

procedimento predominante das aulas de Limite que o docente teve:

TABELA 5 - o procedimento predominante das aulas de Limite.

Alternativa escolhida Percentual
(a) definicdo seguida de exemplos 45%
e exercicios;
(b) situacéo problema para depois 34%
introduzir o assunto;
(c) atividades para chegar nos 11%
conceitos e propriedades;
(d) experimento para chegar ao 10%
conceito.

Fonte: Pesquisa de campo (Agosto, 2015).
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Na tabela anterior, verificamos que os procedimentos dos professores, € que
45%, dos procedimentos predominantes nas aulas de limites, comegam pela
definicdo seguida de exemplos e exercicios.

Pesquisamos, também de que maneira os professores perpetram a fixacdo do

conteudo, apresentando os dados na tabela a seguir:

TABELA 6 - Como os professores de matematica fixam o conteddo de Limites de Funcdes.

Alternativa Escolhida Percentual
a) Apresentar uma lista de
guestdes descontextualizadas para 46%

serem resolvidas;

b) Apresentar uma lista de
questdes que cairam em

. 39%
vestibulares, concursos ou
contextualizadas;
c) Apresentar jogos envolvendo o 0%
assunto
d) Solicitar que os alunos
resolvessem exercicios do livro 5%
indicado;
e) Nao propde questdes de fixacao 1%
f)  Solicitar que os alunos
procurassem questdes de Limites 9%

pararesolver.

Fonte: Pesquisa de campo (Agosto, 2015).

Na tabela anterior, verificamos que para 46% dos alunos, o docente fixa o
contetdo limite de funcdo, apresentar uma lista de questbes descontextualizadas
para serem resolvidas.

Pesquisamos também os recursos didaticos utilizados para o ensino de

limites, apresentando os dados a seguir:

TABELA 7 —recursos didaticos utilizados para o ensino de Limites de Funcgdes.

(CONTINUA)
Alternativa Escolhida Percentual
a) pincel; 66%
b) Datashow; 4%
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c) Livro texto; 0%

d) Apostilas e lista de questdes; 30%

e) Roteiro de experimento. 0%

Fonte: Pesquisa de campo (Agosto, 2015).

Na tabela anterior, verificamos que para 66% dos alunos, o docente para
ensinar o conteudo limite de funcdo, apenas pincel em quadro branco, e somente 34

% usam outros recursos conforme tabela anterior.

Pesquisamos também a maneira como os discentes agem durante seus

estudos sobre limites, apresentando os dados na tabela a seqguir:

TABELA 8 - como os discentes agem durante seus estudos sobre limites.

Alternativa Escolhida Percentual

a) Os resultados e as propriedades
foram apresentados com 58% nao

justificativas

b) Os resultados e as propriedades
ndo foram apresentados com 42% sim

justificativas.

Fonte: Pesquisa de campo (Agosto, 2015).

Na tabela anterior, verificamos que para 48% dos alunos, o docente
apresenta os resultados e as propriedades dos limites de funcdes com justificativa,
enguanto, 32% consideram que isto ndo se da desta forma.

Pesquisamos, também de que maneira os discentes consideram que as aulas

de Limites foram ministradas:

TABELA 9 - Como os discentes consideram que as aulas de Limites foram ministradas.

(CONTINUA)
Alternativa Escolhida Percentual
a) Bem, de acordo com o plano de
. . 46%
ensino e o dominio do(a) docente;
b) Satisfatoriamente, de acordo 24%
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com o plano de ensino e o dominio

do(a) docente;

c) Insuficientemente, de acordo
com o plano de ensino e o dominio 30%

do(a) docente.

Fonte: Pesquisa de campo (Agosto, 2015).

Na tabela anterior, verificamos que para 46% dos alunos consideram que as
aulas de limites foram ministradas bem, de acordo com o plano de ensino e dominio
do docente, 24% consideram satisfatorio e os 30% restantes consideram as aulas
insuficientes em relacdo ao plano de ensino e o dominio do conteudo por parte do
professor.

A tabela seguinte vem mostrar, a opinido dos discentes pesquisados, quais 0s

tépicos com maior dificuldade para aprenderem:

TABELA 10 - Tépicos com maior dificuldade para aprender Limites de Funcdes, segundo alunos da
UEPA.

(CANTINUA)
Ordem Tépicos Porcentagem
1° Ideia de Limite 25%
2° Conceito de Limites 21%
3° Célculo de Limites 22%
4° Unicidade de Limites 20%
5° Limites Laterais 20%
6° Limites de uma Sequencia 30%
7° Limites de Funcdo Continua 38%
8° Limite de Funcdo Descontinua 38%
9° Limites Infinitos 38%
10° Limites no Infinito 42%
11° Teorema da conservacéo do Sinal 32%
12° Teorema do Confronto 30%
13° Limites Trigonométricos 30%
14° Limites Trigonométricos Fundamentais 30%
15° Limites de Func&o Exponencial 27%
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16° Limites de Func¢des Logaritmicas 23%

17° Limite Exponencial Fundamental 23%
18° Formas Indeterminadas 23%
19° Limite da Soma de Funcdes 20%
20° Limite do Produto de Funcdes 26%
21° Limite do Quociente de Funcées 26%
22° Limite da Raiz de Funcdes 23%
23° Limite de Composicdo de Funcdes 23%
24° Aplicacdes de Limites 41%

FONTE: Pesquisa de Campo (Agosto/ 2015).

Verificamos que a maior parte dos discentes, inicia a disciplina de Calculo |
com falhas quanto ao conhecimento de matematica do ensino basico. N&o
demonstram familiaridade no tratamento dos numeros reais e das funcbes
elementares; ou seja, ndo tém desenvolvidas estruturas cognitivas relacionadas a
interpretacdo da linguagem matematica.

Com isto, os dados apresentados séo correlatos, pois como percebemos, a
partir do levantamento de estudos anteriores, 0os alunos que possuem certa
dificuldade no conceito de funcdo apresentam dificuldade no entendimento de

Limite.

Em relacao a resolucdo dos problemas propostos na entrevista aos alunos, 0s

resultados estéo dispostos a seguir.

Questao 1 letra (a)

01, Calcule os seguintes limites:

a) I}i{_r;r%(3><2 -5x+2)

Dos alunos pesquisados, 89% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.
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Questao 1 letra (b)

01. Calcule oz seguintes limites:

2 _
by lim %
W2 T —

Dos alunos pesquisados, 75% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolugdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questao 1 letra (c)

01, Calcule os seguintes limites:

. 2 _
c) lim f(x) fx) = 22X+ 4 yefinida em R - {13
=1 quando X_l

Dos alunos pesquisados, 72% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucao, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questao 1 letra (d)

01. Calcule os seguintes limites:

d) lim f(x) fi(x =ﬂ, definida em R - {-1,1
) ot quando () (x—1)2 L1

Dos alunos pesquisados, 70% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.
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Questao 1 letra (e)

01, Calcule os seguintes limites:

. ®+ 4
el lim
i R

Dos alunos pesquisados, 69% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolugdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questéo 1 letra (f)

01, Calcule os seguintes limites:

A lim Sen 2

H= 0 W

Dos alunos pesquisados, 65% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questao 1 letra (g)

01, Calcule oz seguintes limites:

9 3

Dos alunos pesquisados, 71% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucéo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.
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Questao 1 letra (h)

01, Calcule os seguintes limites:

(2]

Dos alunos pesquisados, 73% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucao, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questao 1 letra (i)

01, Calcule oz seqguintes limites:

i1 lim e”

H=¥+w

Dos alunos pesquisados, 75% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucao, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questao 1 letra (j)

01, Calcule oz seguintes limites:

1) lim (Inx)

Dos alunos pesquisados, 65% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucéo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.
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Questao 1 letra (1)

01, Calcule os seguintes limites:

13 lim (log, =)
“ Z

Dos alunos pesquisados, 55% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questao 1 letra (m)

01. Calcule os seguintes limites:

1 2%
m) lim [1+—]
H= 4w X

Dos alunos pesquisados, 55% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questéo 1 letra (n)

01. Calcule os seguintes limites:

ny) lim [1— l]
H= +wo X

Dos alunos pesquisados, 58% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.
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Questéo 2

dzg, 520

02, “erifiqgue se a funcgéo ﬁixj={ & continua em x=0,

25g ®¥<l

Dos alunos pesquisados, 52% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucéo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questéo 3

03. No Bairro do Utinga, em Belém, descobriu-se que o principal reservatério de agua esta
contaminado pelo Tricloroetileno (composto altamente cancerigeno), motivado pela contaminagéo de
um depodsito de lixo quimico desativado, as proximidades do reservatério. Uma proposta da SAEB/PA
indica gue o custo, em milhdes de reais, de remogéo de x por cento de poluente tdxico & definido por:
0, 5x
CEim e 0 100
(%) 100 —x (0<% < )]
Calcule: lim CGoO
#-» 100

Dos alunos pesquisados, 42% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucao, conforme recordavam da regra para resolver o limite de

uma expressao algébrica.

Questéao 4

04, A populac8o de certa espécie de ratos no bairro da Pedreira, em Belém é dada por:

P(t):% (0=t <9), onde t & medido em meses. Mostre que a populagdo de ratos cresce

ilimitadamente.

Dos alunos pesquisados, 52% acertaram. E, apresentaram a estratégia
utilizada para a resolucdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite de
uma expressao algébrica.

Analisando as questbes e os resultados obtidos pelos alunos durante sua

aplicacdo. Constatamos que dos acertos obtidos apresentaram a estratégia utilizada
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para a resolugdo, conforme recordavam da regra para resolver o limite. Em relagao
ao ultimo problema apresentado aos alunos, percebemos que a quantidade de
alunos que deixou em branco foi consideravel, em relacdo aos alunos que
arriscaram resolve-lo. Mas, acreditamos que talvez isto possa ter ocorrido pela falta
de terem trabalhado questdes de aplicacdes de Limites de Fungdes.

Em relacdo a quantidade de acertos, erros e questdes em branco para a

guantidade de alunos pesquisados, temos:

TABELA 11 - resultado dos alunos egressos no teste geral.

Numero de alunos NUumero de Numero de Alternativas
acertos Erros em Branco

9 0 13 3

7 12 2 2

13 9 4 3

10 11 2 3

11 7 5 4

Fonte: pesquisa de campo (Agosto/ 2015).

Podemos perceber na tabela anterior, que nenhum aluno conseguiu ter uma
totalidade de acertos, e poucos atingiram mais da metade. E que a maioria dos
alunos apresentou a estratégia utilizada para a resolucédo, conforme recordavam da
regra para resolver o limite. Os dados mostram que os alunos que obtiveram entre
sete e doze acertos foram os que informaram que as aulas de Limites foram
ministradas Bem, de acordo com o plano de ensino e o dominio docente.

Na secdo a seguir realizamos uma andlise prévia a respeito do ensino e
aprendizagem do objeto de pesquisa, limites de funcbes, além de algumas
constatacdes que foram percebidas e que serviram de apoio para a construcao das
sequéncias didaticas propostas para o ensino de limites de fungdes. A seguir

apresentamos esta sintese sobre as constata¢gfes na andlise prévia.

1.5. SINTESE DAS ANALISES PREVIAS

No que diz respeito as praticas docentes apontadas, os resultados da andlise

do questionario dirigido aos professores e alunos vieram apenas confirmar o que ja
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conhecemos de relatos de experiéncias realizadas, bem como apresentados na
secdo 1.2. desta pesquisa nos trabalhos de pesquisa Deste modo, na UEPA como
na maior parte das instituicées de ensino superior, a disciplina de calculo mantém o
ensino centrado no professor. O contrato didatico que é estabelecido com os alunos
se baseia em aulas expositivas, onde o contetdo a ser ensinado é passado aos
estudantes que devem memoriza-lo, repetindo em geral modelos de exercicios
fechados que serdo posteriormente testados nas avaliagbes adotadas nestas
instituicoes.

Diante disto, com o ensino de limites por atividades pretendemos buscar uma
pratica pedagdgica significativa para a melhoria do ensino de célculo, considerando
gue os tépicos a serem abordados permanecerdo essencialmente os mesmos,
devendo estar centrados em énfases, enfoques e estratégias, em que a énfase deve
ser dada aos conceitos, os enfoques devendo estar centrados nas aplicacdes e nas
propostas de tarefas que envolvam os alunos em investigacdes, leituras,

exploracdes, uso da linguagem matematica e uso de tecnologias, posto que:

O ensino de Matematica por meio de atividades pressupde muita colaborag¢éo entre
professores e alunos durante o ato de construcdo de saber, pois caracteristica
essencial desse tipo de abordagem metodoldgica de ensino esta no fato de que os
tépicos a serem aprendidos serdo descobertos pelo préprio aluno durante o processo
de busca, que é conduzido pelo professor até que seja incorporado a estrutura
cognitiva do aprendiz. (SA 2009, p.19)

Destes pressupostos, a metodologia do ensino por atividade tornar os
conhecimentos em sala de aula mais dindmica, promovendo o ensino global e
construtor de um saber com sentido de aplicacao.

Em nossa pesquisa sobre o ensino de limites de fun¢cdes na concepgao
docente, constatamos que o professor universitario ter pleno dominio do conteudo
limite de fungbes que transmite para que os alunos aprendam, mas de uma forma
tradicional. Entretanto, acreditamos que a aprendizagem teria mais chance de
acontecer se houvesse uma relacdo de parceria entre professores e estudantes
universitarios rumo a construcdo do conhecimento que esta sendo trabalhado e,
consequentemente, reflexdes didaticas especificas a respeito do processo de ensino

e de aprendizagem na UEPA, pode ser considerada necesséaria, para estas

70



mudancgas, em relacdo ao tradicionalismo possa entrar em cena. Um dos fatores
para esse insucesso reside na postura didatica assumida pela maioria dos
professores de graduacdo que trabalham conteddos de Matematica Pura, pois 0s
docentes assinalaram na entrevista ndo trabalhar o conteido por meio de qualquer
experimento.

E em relagdo a resolucdo das atividades propostas na andlise prévia aos
alunos egressos na UEPA em relagdo aos acertos, estes se mostraram inseguros
mesmo tendo algum conhecimento de técnicas matematicas para resolver estas
atividades, pois durante seu curso superior, provavelmente, ndo se achavam no
direito de questionar os procedimentos didaticos de seu professor.

Destacamos que a maioria dos docentes pesquisados vincula sua estratégia
ao ensino tradicional, na qual se limita a ensinar a estrutura do limite de funcgdes,
pois pressupde que € desta maneira que se dara a aprendizagem.

A partir destas perspectivas temos por hipétese que o ensino de limites de
funcbes por meio de atividades estruturadas torna-se mais dinamica para
aprendizagem.

Constatamos que os alunos egressos da UEPA, em sua maioria, apresentaram a
estratégia utilizada para a resolucdo, conforme recordavam da regra para resolver o
limite de uma expresséo algébrica e as questdes de aplicacdes pela maioria dos
alunos foram deixadas em branco. Pelo que foi verificado nas andlises prévias,
podemos deduzir que o aluno possui grande dificuldade para lembrar-se de regras
matematicas trabalhadas no conteudo limites de funcbes, bem como uma caréncia
na construcao formal dos itens neste conteiddo Com isso, pretendemos responder a
seguinte investigacdo: o ensino por atividades de Limites de Funcdes € eficaz na
aprendizagem?

Na secdo a seguir apresentamos um conjunto de atividades propostas para o

ensino de limite de funcdes.

2. CONCEPCAO E ANALISE A PRIORI

Nesta secao, temos por finalidade apresentar um conjunto de atividades para

0 ensino de limites de funcdes e suas analises. Todas as situacdes propostas seréo
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idealizadas para permitir que o aluno, por acdo propria, possa resolvé-los para
adquirir seguranca dos conhecimentos ja vistos.

Na sala de aula, assumiremos a funcdo de mediador e orientador dessas
atividades. Adotando como referéncia as aulas nas turmas de graduacao da UEPA,
nos cursos de Matematica e Ciéncias Naturais num tempo estimado para cada
atividade de duas aulas.

A sequéncia didatica contém atividades que foram divididas conforme quadro
apresentado na entrevista do docente de carater a facilitar o objetivo proposto,
nestas atividades, e com base nas dificuldades observadas na fase da analise a
priori.

As atividades estao organizadas conforme secao seguinte.

2.1. ATIVIDADES PARA O ENSINO DE LIMITE DE FUNCOES

ATIVIDADE 1

TITULO: Limite de Funcgao

OBJETIVO: Introduzir o conceito de limite

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTOS: Observe o gréficg ﬁ“xgspoh da as questdes a sequir.

_— = e oy = == = =
w —+
N

O~
o —+
~
00
(o]

—
=
[l
N}

Fonte: Livro de Célculo I, UEPA/CCSE-2000

Questbes:

01. Qual o valor da funcéo quando x € igual a 8 ?
02. Qual o valor da funcéo quando x €é igual a 5?
03. Qual o valor da fungcéo quando x é igual a 9?
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04. Qual o valor da funcédo quando x € igual a —7?
05. Qual o valor da funcéo quando x € igual a —5?
06. Qual o valor da funcédo quando x € igual a —1?

07. Qual o valor da funcéo quando x é igual a 7?

08. Qual o valor da funcédo quando x é igual a —3?
09. Qual o valor da funcéo quando x € igual a —2?
10. Qual o valor da funcdo quando x é igual a —6?

11. Qual o valor da funcdo quando x € igual a 2?

12. Para que valor a funcdo se aproxima quando x se aproxima muito de 8 pela
direita?

13. Para que valor a funcdo se aproxima quando x se aproxima muito de 8 pela
esquerda?

14. Para que valor a funcdo se aproxima quando X se aproxima muito de 9 pela
direita?

15. Para que valor a funcdo se aproxima quando x se aproxima muito de 9 pela
esquerda?

16. Para que valor a funcdo se aproxima quando x se aproxima muito de 7 pela
direita?

17. Para que valor a funcdo se aproxima quando x se aproxima muito de 7 pela
esquerda?

18. Para que valor a funcao se aproxima quando x se aproxima muito de —3 pela
direita?

19. Para que valor a funcao se aproxima quando x se aproxima muito de —3 pela
esquerda?

20. Para que valor a funcéo se aproxima quando x se aproxima muito de 5 pela
direita?

21. Para que valor a funcéo se aproxima quando x se aproxima muito de 5 pela

esquerda?

Em Matematica a pergunta: Para que valor a funcéo se aproxima quando x se
aproxima muito de 7 pela esquerda? E equivalente a pergunta: Para que valor a

funcao tende quando x tende a 7 pela esquerda?




22. Para que valor a funcdo tende quando x tende a 7 pela direita?
23. Para que valor a funcéo tende quando x tende a 8 pela direita?
24. Para que valor a funcéo tende quando x tende a 5 pela esquerda?
25. Para que valor a funcéo tende quando x tende a 5 pela direita?

26. Para que valor a funcéo tende quando x tende a —3 pela direita?
27. Para que valor a funcéo tende quando x tende a —3 pela esquerda?
28. Para que valor a funcéo tende quando x tende a —6 pela esquerda?

29. Para que valor a funcéo tende quando x tende a 9 pela direita?

30. Para que valor a fungéo tende quando x tende a 9 pela esquerda?

Em Matematica a pergunta: Para que valor a funcéo tende quando x tende a -6 pela
esquerda? Equivale a pergunta: Qual é o limite da funcdo quando x tende a -6 pela

esquerda?

31. Qual € o limite da funcdo quando x tende a —3 pela esquerda?
32. Qual é o limite da funcéo quando x tende a —3 pela direita?
33. Qual é o limite da funcéo quando x tende a —1 pela esquerda?
34. Qual é o limite da funcéo quando x tende a —1 pela direita?

35. Qual é o limite da funcdo quando x tende a 7 pela esquerda?
36. Qual € o limite da funcao quando x tende a 7 pela direita?

37. Qual é o limite da funcdo quando x tende a —5 pela esquerda?
38. Qual € o limite da funcao quando x tende a —5 pela direita?

39. Qual é o limite da funcdo quando x tende a 9 pela esquerda?
40. Qual é o limite da fungcéo quando x tende a 9 pela direita?
41. Qual é o limite da fungcé&o quando x tende a 5 pela direita?
42. Qual é o limite da fungcéo quando x tende a 5 pela esquerda?

Quando os limites laterais de uma fungdo num ponto sao iguais dizemos que o limite

existe no ponto e o valor € o dos limites laterais.
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43. Qual é o limite de f(x) quando x tende a 9?
44. Qual é o limite de f(x) quando x tende a 7?
45. Qual é o limite de f(x) quando x tende a 5?
46. Qual é o limite de f(x) quando x tende a 8?
47. Qual é o limite de f(x) quando x tende a —3?
48. Qual é o limite de f(x) quando x tende a —27?
49. Qual é o limite de f(x) quando x tende a 2?
50. Qual é o limite de f(x) quando x tende a —17?

51. Qual é o limite de f(x) quando x tende a —67?

52. Qual é o limite de f(x) quando x tende a zero?

Em Matematica a pergunta: qual € o limite da funcédo quando x tende a 6 pela

esquerda? E representado por Lirp_ f(x) . Qual é o limite da funcdo quando x tende a

6 pela direita? E Lim f(x)

X—6"

Calcule:

53. Lim f(x)

Xx—97*

54. Lim f(x)

X—9~

55. Lim f(x)

X—9

56. Lim f(X)

x—5*

57. Lim f(x)

X—5"

58. Lim f(x)

X—b

59. Lim f(x)

X—>77"

60. Lim (x)

X—>7"

61. Lim f(x)

X—7
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62. Lim f(x)

x— 1%

63. Lim f(X)

X— -1~

64. Lim f(x)

Xx— -1

65. Lim f(x)

x—>-37"

66. Lim f(x)

X—> -3~

67. Lim f(X)

X— -3

68. Lim f(X)

x— 2"

69. Lim f(x)

Lim f(x) Quando limite de uma fung@o num ponto existe e é igual a imagem da
X— 2

funcao no ponto dizemos que a funcado € continua no ponto.

70. A funcéo f(x) é continua no ponto x = 7 ?Por qué?
71. A funcéo f(x) é continua no ponto x = 9?Por qué?
72. A funcéo f(x) é continua no ponto x = 5?Por qué?
73. A funcéo f(x) € continua no ponto x = —17? Por qué?
74. A funcéo f(x) é continua no ponto x = —37? Por qué?
75. A funcéo f(x) € continua no ponto x = —57? Por qué?
76. A funcdo f(x) € continua no ponto x = —67? Por qué?
77. A funcéo f(x) € continua no ponto x = —77? Por qué?
78. A funcéo f(x) é continua no ponto x = 0? Por qué?
79. A funcgéo f(x) é continua no ponto x = 2? Por que?

80. A funcao f(x) € continua no ponto x = 4? Por qué?

Conclusao
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ATIVIDADE 2

TITULO: LIMITE DA SOMA DE FUNCOES

OBJETIVO: Descobrir uma relacao entre o limite da soma de func¢des continua e a

som

a dos limites

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTOS:

Resolva os itens a seguir conforme as funcdes na tabela abaixo e observando

o gréafico correspondente de cada item.

(CONTINUA)

Funcdes

E—-Reg:E— R

f(x) é
CONTINUA

em Xo?

g(x) é
CONTINUA

em Xo?

Sim

Nao

Sim

N&o

lim f(x)

X—Xg

lim g(x)

lim(f + g)(x)

XIirD f(x) + liry g(x)

f(x) = 3x3

g(x) =5x-2

No ponto xg = 1

f(x)=4x -3

g(x) =x2+2

No Ponto xg = 1

f(x) = Xi

gx)=x2+x+1

No ponto xo = 0

f(x) = x3

gx)=x2+x+1

No ponto xg = —1

1
f(x) = ——
(x) e
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gx)=x+7

No ponto X = 3

f(x) =2x2+1

1
X+1

a(x) =

No ponto xo = -1

f(x) =5x-2

g(x) =x3+1

No ponto xp = 1

f(x) =2x2+3x + 2

g(x) = 6 —4x

No ponto xq = 2

f(x) =3x2-5x+4

g(x)=2x+1

No ponto xo = —1

10.

f(x) =x2-5x+4

g(x)=x-1

No ponto Xy = -1

Observacao

Conclusao
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ATIVIDADE 3

TITULO: LIMITE DO PRODUTO DE FUNCOES

OBJETIVO: Descobrir uma relacéo entre o limite do produto de fun¢des continua e o

produto dos limites
MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.
PROCEDIMENTOS:

¢ Resolva os itens a sequir.

f(x) & g(x) é
CONTINUA? | CONTINUA? | lim f(x)

S N S N

Funcdo f: R - R

lim g(x)

lim(f - g)(x)

lim f(x) - lim g(x)

f(x) = 3x3
1. g(x)=5x-2
No ponto xg = 1

f(x) =4x -3
2. | 9x)=x2+2
No Ponto X = 1

f(x) = %

g(x)=%x2+x+1
No ponto Xy = -1

f(x) = x3
4. g(x)=%x2+x+1
No ponto Xy = -1

1
f(x) = I
gx)=x+7
No ponto xo = 3

f(x) =2x2+1

1
6. g(X):x+1

No ponto X = 2

f(x) =5x-2
7. g(x)=x3+1
No ponto Xxg = 1

f(x)=2x2+3x +2
8. g(x) = 6 — 4x
No ponto xg = 2

f(x) =3x2-5x+4
9, gx)=2x+1
No ponto xg = —1

f(x) =x2-5x+4
10. gx)=x-1
No ponto xo = —1

Observacao

Conclusao
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ATIVIDADE 4

TITULO: LIMITE DO QUOCIENTE DE FUNCOES
OBJETIVO: Descobrir uma relacéo entre o limite do quociente de funcdes e o
guociente dos limites
MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.
PROCEDIMENTOS:
e Preencha o quadro dado observando os graficos (ver Apéndice D) fornecidos.
(CONTINUA)

f(x) é g(x) é
CONTINUA? | CONTINUA?

_ . ¢ lim f(x)
N Fungdo f: R —R lim f(x) | lim g(X) | lim|=|(x) | =2
X~>X0 X%XD X‘)XO g ||m g(X)

SIM | NAO | SIM | NAO %

1. | f(x) =3x3
g(x) =5x-2

No ponto xo = 1

2. | f(x)=4
g(x) =x2-2

No Ponto xo = 1

f(x) =

3. 1
x3

gx)=x2+x+1

No ponto xy = -1

4. | f(x) =x3
gxX)=x2+x+1

No ponto X = —1

1
f(x) = ——
) =5

gx)=x+7

No ponto xo = 3

6. f(x)=2x2+1

1
X+1

g(x) =

No ponto xg = 2
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f(x) =5x-2
gx)=x3+1

No ponto xo = 1

f(x) =2x2+3x+2
g(x) = 6 —4x

No ponto Xy = 2

f(x) =3x2-5x+4
g(x)=2x+1

No ponto xq = -1

10|

f(x) =x2-5x+4
gx)=x-1

No ponto xq = -1

Observacao

Concluséao
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ATIVIDADE 5

TITULO: LIMITE DA RAIZ

OBJETIVO: Descobrir uma relacéo entre o limite da raiz em um ponto é a raiz do
limite nesse ponto.

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTOS:

e Resolva os itens a seguir, do quadro dado.

N Funcdo f: R =R lim Jf0) nanX’l f(x)
1. | f(x) =3x2

Ponto xo = 2

2. | f(x)=ax-3

No ponto xo = 1
3. | f)=Vx2-7x+6
No ponto xg = —1
4. | fx)=vx2+x-3
No ponto xo, = -1
5| ) =R2x

No ponto Xy, = 2
6. | fx)=B3x2-7x+4
No ponto Xy = -1
7. | f(x)=38x

No ponto xg = 1
8. | f)=+2x+5

No ponto Xy = 2
% | ) =v2x+1

No ponto xy, = 4
10. | f(x) =V2x3-8

No ponto xq = 2

Observacgoes:

Conclusdes



ATIVIDADE 6

TITULO: Limites Infinitos

OBJETIVO: Estudar o comportamento para uma funcado quando o valor de f(x)
cresce/decresce indefinidamente

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTO:

e Usar propriedades algébricas apresentadas em aula e encontrar os limites

nos itens.
Funcéo f(x): R—R X— a L'D;‘ f(x)

1. l‘(x)=(X _11)2 a=1
2. | f) = (Xl__zx)z a=2
s | f(x) = (Xf—xz)z a=2
4. | f(x) = ﬁ a=1
5. | f(x) = ﬁ a=1
6. | f(x) = w az0
7. | f= -1 a=1

x-1
5. | 00~ _12X a=2
9. 1’(x)=(x_xl)3 a=1
10. | f(x) = ﬁ a=1
Observacgoes:
Conclusdes
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ATIVIDADE 7

TITULO: Limites no Infinito

OBJETIVO: Estudar o comportamento para uma fungcéo quando a variavel
dependente cresce ou decresce indefinidamente.

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTO:
e Para cada grafico a seguir responda as questdes solicitadas.

. ~ 1 ~ . e
Seja a fungdo f(x) ==, e vamos responder a questao a seguir com base no gréafico
X

da funcdo que esta ilustrada na figura a sequir.

V]

4 J
v R

—d—3 -2 -1 1 2 3

Questdes

1) Determine o limite de f(x) == quando x se aproxima indefinidamente de zero pela
X

direita.

2) Determine o limite de f(x) = 1 guando x se aproxima indefinidamente de zero pela
X

esquerda.
Observacgoes:

Conclusodes
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. ~ 1 ~ . e
Seja a funcdo f(x)=—;, e vamos responder a questdo a seguir com base no grafico
X

da funcdo que esta ilustrada na figura a seguir.

|

a

|

(]

|

—

[ o
a
.

Questdes

1) Determine o limite de f(x) =i2 quando x se aproxima indefinidamente de zero
X

pela direita.

2) Determine o limite de f(x) :i2 guando x se aproxima indefinidamente de zero
X

pela esquerda.

Observacgdes:

Conclusdes
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Seja a fungdo f(x) =—, e vamos responder a questao a seguir com base no grafico
X
da funcdo que esta ilustrada na figura a seguir

—
(R

1) Determine o limite de f(x)=— quando x se aproxima indefinidamente de zero
X
pela direita.

2) Determine o limite de f(x) =— quando x se aproxima indefinidamente de zero
X
pela esquerda.

Observacgdes:

Conclusdes
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Seja a fungéo f(x) = iz , € vamos responder a questao a seguir com base no

gréafico da funcéo que esta ilustrada na figura a seguir.

-

Questbdes

1) Determine o limite de f(x) = Lz quando x se aproxima indefinidamente de dois
X —

pela direita.

2) Determine o limite de f(x) = Lz guando x se aproxima indefinidamente de dois
X —

pela esquerda.

Observacgoes:

Conclusodes
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Seja a fungéo f(x) =

1 ~ :
2 , € vamos responder a questao a seguir com base no
X J—

gréafico da funcéo que esta ilustrada na figura a seguir.

I~

._.
[SRE N
L¥E)
e

1) Determine o limite de f(x) = %2 guando x se aproxima indefinidamente de 3/2
X J—

pela direita.

2) Determine o limite de f(x) = %2 guando x se aproxima indefinidamente de 3/2

pela esquerda.

Observacoes:

Conclusodes
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ATIVIDADE 8

TITULO: LIMITES TRIGONOMETRICOS FUNDAMENTAIS

OBJETIVO: Descobrir o Limite Trigopnométrico Fundamental no qual se tem que

lim

X—0 X

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta, calculadora cientifica.

sen X

PROCEDIMENTO

Descobrir os limites de funcdes trigonométricas com uso de calculadora pertinente a

trigonometria.

Ne LIMITE VALOR COM USO DE CALCULADORA
.sen 2x
01 lim
x—0 2X
.sen 3x
02 lim
x>0  3x
. __sen 4x
03 lim
x—0 4x
X
sen =
04 lim
Xx—0 X
2
. sen 5x
05 lim
x->0 By
2
. sen X
06 lim
Xx—0 X
. sen x3
07 lim
x—0 X3
4
. sen x
08 lim
x—0 X
. Sen 6x
09 lim
x—0 6)(
X
sen =
10 lim
x—0 X
3
Observacgoes:
Conclusodes
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ATIVIDADE 9

TITULO: LIMITE EXPONENCIAL FUNDAMENTAL

OBJETIVO: Descobrir o Limite Exponencial Fundamental que n&o envolve formas

indeterminadas e devem ser calculados diretamente.

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTO:

X
e Descobrir com uso da calculadora o Limite Fundamental Iim(1+1] , hos

X—>0

X

seguintes casos apresentados na tabela.

N° LIMITE

VALOR COM USO DE CALCULADORA

01 X
Iim(1+ Ej
Xx—1 X

02 X
lim (1+ lj
Xx—10 X

03 X
lim (1+ Ej
x—100 X

04 X
. 1
lim (1+ —j
X—1000 X

05 X
) 1
lim | 1+=
x—10* X
06 X
) 1
lim|1+=
x—10° X
07 X
) 1
lim | 1+=
x—10° X
08 X
) 1
lim | 1+=
x—10" X
09 X
) 1
lim | 1+=
x—10® X
10 x
) 1
lim|1+=
x—10° X
Observacgoes:
Conclusodes
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3. Experimentagéo

Esta secéo tem por finalidade apresentar o planejamento da execucao das
atividades, bem como anotar as maneiras e observacgoes feitas em sala de aula. As
atividades e os testes expostos na secdo anterior foram cogitados durante um
periodo de 2 (dois) meses, Fevereiro e Marco, no primeiro semestre de 2017 em
uma turma do 1° ano do Curso de Ciéncias Naturais, com 35 (trinta e cinco) alunos,
do turno da manha na Universidade do Estado do Para, localizada na cidade de
Belém, capital do estado do Para.

A pesquisa foi desenvolvida na Universidade do Estado do Para, devido o
pesquisador ser professor na disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias Naturais
I, e por considerar que a sua realizacao procedera de forma tranquila. Nosso acesso
até a aplicacdo da sequéncia didatica foi conflituoso e com obstaculos, pois para
conseguirmos validar nossa proposta de ensino, passamos por 3 (trés) turmas, até
defini-la na turma do 1° ano do Curso de Ciéncias Naturais.

Conversamos com a turma e ficou estabelecido que nossa pesquisa fosse
desenvolvida contra turno dos horarios de aula da turma, pois seguiria o decorrer da
disciplina Matemética Aplicada as Ciéncias Naturais I, iniciamos com a aplicacdo do
questionario, pré-teste geral, e as atividades, até que a sequéncia didatica fosse
finalizada. Com isso, deixamos aqui observado que qualquer pesquisa dessa parte
do Calculo, ndo tera sucesso caso o0 professor ndo seja professor da disciplina na
turma, para que a maioria dos alunos se sinta motivados para a “atividade”, fora de
seu horario de aula.

Os testes (pré-testes e pos-testes) e as atividades foram desenvolvidos como
parte do conteudo da disciplina Mateméatica Aplicada as Ciéncias Naturais |,
trabalhado no primeiro semestre do ano letivo de 2017, conforme ementa do Curso
de Ciéncias Naturais da UEPA do Estado do Para. A aplicagdo dos testes e
atividades foi desenvolvida nhum periodo de 08 (oito) aulas — denominadas aqui de
Encontros, e que foi possivel gracas a dedicacéo e esforco dos alunos em participar
das atividades e testes (pré-testes e pos-testes) desenvolvidos.

Para os registros das atividades, contamos com um caderno de anotacgdes,
onde fora registrado o tempo que os alunos gastaram ao desenvolverem as

atividades, assim como 0s questionamentos e atitudes dos alunos. A sequéncia
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didatica foi desenvolvida no ambito da sala de aula, acontecendo sempre nos dias

de segunda-feira, e quinta-feira, totalizando 4 (quatro) aulas por semana, com

duracdo de 50 minutos cada, nos seguintes horarios de 13h 30min até as 14h

20min.

O quadro a seguir apresenta os dias em relacdo as atividades que foram

desenvolvidas.

Tabela 12: Atividades desenvolvidas. (CONTINUA)

Encontro Dias Atividades
01 16/02/17 | Diagnostico do perfil dos alunos e aplicacéo do pré-teste
20/02/17 | Atividade para o Ensino de Limites:
e Conceito de limite lateral
02 23/02/17 | Conceito de limite no ponto
Conceito de fungéo continua
Aplicacao de exercicios.
02/03/17 | Atividade 2: Limite da soma
03 e Atividade 3: Limite do produto
06/03/17 | Aplicacdo de exercicios.
09/03/17 | Atividade 4: Limite do quociente
04 e Atividade 5: Limites da Raiz
13/03/17 | Aplicacéo de exercicios.
16/03/17 | Atividade 6: Limites Infinitos
05 e Atividade 7: Limites no Infinito
20/03/17 | Aplicacdo de exercicios.
23/03/17 | Atividade 8: Limite Trigonométrico Fundamental
00 Aplicacao de exercicios.
27/03/17 | Atividade 9: Limite Exponencial Fundamental
o Aplicacéo de exercicios.
08 13/04/17 | Aplicacéao do poOs-testes

Fonte: pesquisa de campo (margo/2017).
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3.1. PRIMEIRA SESSAO

O encontro inicial com a turma ocorreu no dia 16 de fevereiro de 2017
(segunda-feira) as 13h30min, com a turma evidenciando aos alunos que nossa
pesquisa se tratava de um assunto presente na disciplina de Calculo Diferencial e
Integral, mais precisamente o assunto Limites de Fung¢les, que faz parte do
conteudo da disciplina Matematica Aplicada as Ciéncias Naturais I, trabalhado no
primeiro semestre do ano letivo de 2017, conforme ementa do Curso de Ciéncias
Naturais da UEPA. Vale ressaltar que destacamos a relevancia da participacao de
todos, visto que seriam avaliados individualmente ao final da sequéncia didatica,
com a aplicacdo de um pos-teste.

Nesse primeiro encontro, expomos como seriam conduzidas as aulas nos
encontros para a aplicacdo das atividades, além disso, foi acordado na turma que
todo o processo de desenvolvimento das atividades em sala de aula seria parte das
notas de avaliacdo na disciplina Matematica Aplicada |. Apos esse breve dialogo
com os alunos, propusemos que formassem filas verticais, pois aplicariamos um
questionario diagndstico seguido de um pré-teste, para verificar como resolveriam
questdes sobre Limites de Funcoes.

As 13h 45min, iniciou a aplicacdo do questionario diagndstico, nesse
momento ndo observamos oposicdo dos alunos para resolverem o pré-teste. No
entanto, os resultados foram importantes, pois 75% alunos pesquisados (incluindo
os alunos em dependéncia), conseguiu resolver as 12 (doze) questdes propostas
por nos.

Durante a realizacdo das questbes no pré-teste, destacamos aqui algumas
falas de alunos: Aluno A: “Quase néo lembro” falou a aluna de dependéncia, ao se
referir sobre as questdes envolvendo calculo de Limites; Aluno B: “O professor ja
deu isso, mas nao lembro bem, vou resolver assim!”; Aluno C: “‘Ndo me lembro de
quase tudo!”. Essas falas tonificam que o ensino de Matematica, em particular o
ensino de Limites para o Célculo, encontra-se com incoeréncias e que necessita, de
métodos e modos que gerem motivagcdo nossos alunos para cobicarem cada vez o
apreender matematica e que seja ensinada de forma simples e eficaz.

Sobre o perfil dos alunos participantes da pesquisa (item 1), verificados

através do questionario diagndéstico (ver apéndice C), aplicado neste primeiro
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encontro, que a maioria, 70% € do sexo feminino, abrangendo uma média de 99%
dos alunos e cuja na faixa-etaria (item 2), esta entre 15 e 20 anos de idade, o que
apontando uma regularidade entre o nivel de escolar e a idade. Em relacdo ao
ingresso na UEPA (Item 3), 92% s&o alunos novos, oriundos do PRISE e PROCEL,
apenas 8% sao alunos do ano anterior (ou seja, estdo pagando a disciplina fora de
seu horéario normal) e 100% estdo cursando sua primeira graduacéo. No item 4 -
Quando vocé ingressou na UEPA ja tinha realizado outro curso superior?
Observamos que 100% dos alunos nao tinham realizado outro curso superior.

Em relagdo aos itens: 5 - Cursou Calculo na UEPA? e 6 - Em que ano vocé
cursou Matematica Aplicada 1? Obtivemos os seguintes resultados: 92% dos

alunos responderam “Nao” e 8% responderam “Sim”, ja que estes alunos sao de
dependéncia, e, esses resultados se repetiram no item 7- Vocé ficou em
Dependéncia em Mateméatica Aplicada 1?. E para o item 8 do questionario,
observamos que, 99% acha relevante o estudo de Limites de Fun¢des para curso
gue esta matriculado.

No item 9 - Quais os recursos didaticos para o ensino de Limites? Todos
assinalaram “Quadro e Pincel”. Para o item 10 — Calcule do questionério, e que faz
parte do pré-teste, observamos que 98% dos alunos que tentaram calcular os limites
propostos erram e 2% deixaram em branco, pois ndo sabiam como resolver e no
caso dos dependentes, ndo lembravam os procedimentos matematicos aprendidos
anteriormente.

Segundo os dados do pré-teste, observamos que a maioria dos alunos nao
estudou Limites e consideram regular sua aprendizagem. Concluimos aquilo que foi
dito anteriormente, que com nossa sequéncia didatica, pretendemos mostrar uma
maneira de potencializar o ensino de Limites de Func¢des, para que os alunos de
graduacdo sejam motivados em aprender essa parte do Calculo Diferencial e

Integral, que € tdo necessaria para a sua formacao profissional.
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3.2. SEGUNDA SESSAO

O segundo encontro foi realizado, em dois dias, devido a quantidade de
questbes, que apresentamos a turma, que foram realizadas no contra turno, e
aplicadas no dia 20 de fevereiro de 2017 e 23 de fevereiro de 2017 (segunda-feira e
quinta-feira, respectivamente), das 13h 30min as 14h 50min, no periodo de 2
hora/aula, com a aplicacao da Atividade 01.

Iniciamos a atividade no dia 20 de fevereiro de 2017, falando sobre a
importancia das questdes na atividade desenvolvida com a turma, e da necessidade
do empenho com a mesma, também solicitamos que abandonassem seus cadernos,
colocando embaixo das cadeiras para ndo afetar a conclusédo e as observacoes das
atividades.

No primeiro dia, deste primeiro momento, pedimos que os alunos formassem
filas e para cada, entregamos as folhas contendo as questdes o contendo o gréfico,
gue os alunos deveriam interpreta-las a partir da folha do grafico para resolvé-las,
deixamos os alunos a vontade para encontrar a solucéo, diferentes das questdes
aplicadas anteriormente no pré-teste aplicado. E, pelo fato das primeiras questfes
envolverem conceitos de fungdes os alunos ndo encontraram dificuldade para obter
a solucéo das questdes.

A atividade 1, com trés objetivos, a saber: (a) de descobrir uma relagéo entre
a imagem de funcdo e o calculo de Limites; (b) descobrir e conceituar Limites
Laterais e; (c) descobrir o conceito de continuidade partindo do célculo de limite,
manipulando gréfico. Dividimos a andlise da atividade 1, neste primeiro dia 20 de
fevereiro de 2017 (segunda-feira), em blocos de questdes, do seguinte modo:

[1] questdes de 01 a 11: neste bloco de questdes observamos que 100% dos
alunos conseguira realizar e responder corretamente as questdbes manipulando o
grafico. Notamos que a maioria conseguiu perceber que estavam diante determinar
imagem de funcéo a partir do ponto de abscissa.

[2] questbes de 11 a 69: neste bloco de questbes observamos que a 35% dos
alunos conseguiu perceber a nocao de aproximar pela direita e pela esquerda, 55%
dos alunos teve duvidas e 10% né&o conseguiram fazer as atividades deste bloco.
Entretanto, conforme faziam a leitura no grafico partindo do ponto de abscissa, e

dessa forma obtiveram o mesmo valor do limite.
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Durante estas questdes na atividade 1, nossa intervencgdo, permitiu aos
alunos entenderem o conceito de Limites Laterais, o que permitiu fixar este conceito
em 98% dos alunos e reduzir em 2% a quantidade dos alunos que nao conseguiram
fazer este bloco de questdes.

No dia 23 de fevereiro de 2017 (quinta-feira), das 13h 30min as 14h 50min, no
periodo de 2 hora/aula, retornamos com a aplicacdo da Atividade 01, no bloco final
das questdes.

[3] questbes de 70 a 80: neste bloco de questbes observamos uma
inquietagao da turma diante, pois observamos alguns erros, e destacamos trés mais

recorrentes cometidos, tais como:

(1) “Se o limite da funcdo néo existe entdo a funcdo néo existe”.
(2) “ ...apresenta interrup¢cdes na trajetoria”.
(3) “... ndo apresenta interrupcédo natrajetéria”.

Notamos que nos erros cometidos, os alunos buscaram os termos “apresenta
Interrupcbes” para “descontinuidade”, e, “ndo apresenta interrupcdo” para
“continuidade”, por isso os resultados encontrados foram os esperados por nos,
devido a maior parte da turma néo ter tido aulas de limite. Dessa forma, marcamos
na folha de atividades as respostas incorretas, e solicitamos que os alunos
reorganizassem os resultados incorretos.

Para a fundamentacdo do conceito de Limites, percebemos que a grande
maioria dos alunos pbéde chegar ao resultado esperado, pois nas conclusdes

recorrentes, das quais selecionamos trés, observamos que os alunos escreveram:

[1] “... a definicdo de Limites consiste em encontrar um nimero mais préximo
[..] se o valor da funcéo se aproxima de tal ponto, o Limite existe”.

[2] “... quando x se aproxima de muito de um valor no eixo x, entdo o valor de
f(x) se aproxima de y, logo o Limite existe”.

[3] “...se tomando valores pertos de um valor xo, € obtemos um valor para f(x),

existe limite”.
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A partir dessas conclusdes pudemos interver e ajuda-los a formular um
conceito para Limite de Fungbes, do seguinte modo: “se x tende a xo é igual ao
nuamero real de f(x) para valores proximos de X, sempre que x estiver muito
préximo de Xo, € a funcéo é continua nesse ponto, entdo o Limite da funcao
existe”.

Deste modo, podemos concluir que 98% alunos perceberam positivamente o
conceito de Limites, especialmente no que diz respeito ao alcance do conteudo, 0
que, possibilitou uma maneira simples na construcdo de suas habilidades e
capacidades de aprendizagem do conhecimento matematico.

Avaliando o tempo que a turma gastou para realizar a Atividade 1,
destacamos que foram necessarias 2 horas e 10 minutos, onde deste total, 5 min
foram oferecidos para que os alunos escrevessem suas conclusdes e 10 min para a
fundamentacgdo do conceito de Limites de Fungoes.

Chegamos ao final das duas aulas e os alunos conseguiram terminar a
atividade, mesmo com a quantidade de perguntas. Agradecemos a participacéo de

todos e saimos da sala.

3.3. TERCEIRA SESSAO

O terceiro encontro ocorreu em 02 de marco de 2017 (quinta-feira) das
13h30min as 15h15min, com intervalo de 10 min, totalizando um periodo de 2
hora/aula, nesse momento solicitamos que os alunos tomassem 0s mesmos lugares
do encontro anterior, em seguida entregamos a copia de atividade e explicamos que
este momento seria dividido em duas aulas — atividade de Soma de Limites, cujo
objetivo era descobrir uma relagcéo entre o limite da soma de funcdes e a soma dos
limites das funcbes e atividade de Produto de Limites, cujo objetivo era descobrir
uma relacdo entre o limite dos produtos das funcdes e o produto dos limites das
funcdes.

Igualmente a Atividade 1, os alunos deveriam observa que o preenchimento
da Tabela seguiria na observacao de dez graficos de fungbes, a fim de encontrarem
os resultados dos limites da fungcbes e o limite da soma das funcdes, e rever os

procedimentos aplicados no momento da execuc¢ao da atividade.
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Deste modo, cada aluno recebeu uma folha da atividade 2, respondendo
inicialmente se as funcbes f(x) e g(x), no ponto Xo indicado apresentava um
comportamento continuo e descontinuo, a seguir, de posse do grafico, orientamos
que todos as deveriam encontrar o valor dos limites de cada uma das funcbes e
depois o valor do limite da soma das duas fun¢des, manipulando os graficos que
acompanhara a tabela da atividade e apresentar suas conclusdes ao terminar o
preenchimento da tabela.

Quando todos os alunos acabaram a Atividade 2 — Soma de Limites de
Funcdes, solicitamos que trés alunos fossem até o quadro e escrevesse a sua
conclusdo. Ao observar trés conclusdes, recorrentes destacamos as seguintes, a

saber:

[1] “Se o limite da funcao f(x) existe e o da funcao g(x) ndo existe entéo o limite
da soma nao pode ser calculado”.

[2] “... calcula-se a o limite da soma das funcdes, se podemos calcular a soma
do limites”.

[3] “... podemos calcular o limite da soma se as func¢des sao continuas”.

Como foi possivel observar que a maioria dos alunos nédo chegou a conclusao
gue gostariamos. Dessa forma, juntos estabelecemos um texto para a relagao
existente, observados por eles mesmos, ou seja, a definicdo da operacao, denotado
por:

lim f(x) + lim g(x) = lim [f(X) + g(x)]
X% X% X%

E cuja intervengédo se deu por uma pergunta: “o que vocés puderam notar,
observando o grafico das funcdes em cada item?” a maioria respondeu que:
‘quando era possivel encontrar o valor do limite de cada funcao, o valor do
limite da soma das fungbes no mesmo ponto, tinha o mesmo valor se somando
o valor de cada uma das fung¢des, quando as fung¢fes sdo continuas”. Disto,
ficou evidente para turma que o Limite da Soma de funcgdes ficaria seria assim
enunciado: “O Limite da Soma é a Soma dos limites”.

Para fixar e mostrar aos alunos a importancia desta relacdo se passou uma
lista de exercicios para a turma resolver. Como exemplo, um destes exercicios foi

resolvido pelo aluno 22, e observamos que nao foram encontradas dificuldades
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pelos outros, e que sdo comentados e indicadas as intervencfes que se fez para

tentar fixar esta atividade:
Exercicio: Calcular o limite.

(1) Dado f(x) = 2x +1 e g(x) = 3x2, encontrar limf(x), I@1 g(x) e 'XiTl[f(X)+9(X)]:

IXiLnlf(x) =2-1+1=3

IJLnl g(x)=3-12=3

IxiLnl[f(x)+g(x)] =3:12+2-1+1=6

limf(x) +lim g(x) = lim[f(x) +g(x)] =3 +3 =6

(2) Dado f(x) = 2x — 1 e g(x) = 1/x encontrar 'jﬂ]f(x)- thl g(x) e gm[f(x) +9(X)]:

Iirqf(x):2-0+1:1

im g(x>=%=z

() + gx)] = ”*TZO“ _ A

im () +lim g0 = imif(x) + 9(x)] = 2

Observado essas resolucdes, notamos que a checagem do resultado obtido,
na atividade de Soma de Limites de Funcdes, reforgcou o convencimento dos alunos,
qgue as vezes ficam meio desconfiados e sem entenderem bem que a validade de
uma operacao uma vez comprovada se torna incontestavel, e serve também para
ajuda-los a “resguardar” melhor as ideias criando conexdes mentais.

Encerrada a Atividade 2, nos primeiros 50 min da aula, partimos para a
aplicacao da Atividade 3 — Produto de Limites de Func¢des. Entregamos a cada um
dos 35 alunos a folha, respondendo inicialmente se as fungdes f(x) e g(x), no ponto
Xp indicado apresentava um comportamento continuo e descontinuo, a seguir, de
posse do grafico, orientamos que todos as deveriam encontrar o valor dos limites de
cada uma das funcdes e depois o valor do limite do produto das duas funcdes,
manipulando os gréaficos correspondentes aos itens e apresentar suas conclusdes

ao fim do preenchimento da tabela.
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A partir dessa atividade, notamos que 0s alunos se mostraram mais
independentes se sentindo confiantes e seguros em relagdo as suas maneiras de
resolver a atividade e conclusdes, pois a cada descoberta feita por eles a sua
autoconfianca aumenta, pois se avaliam adequados de aprender matematica. Em
seguida mostraremos as conclusdes apresentadas pelos alunos, ao fim da atividade.

Quando os alunos completaram a Atividade 3 — Produto de Limites de
Funcdes, solicitamos que trés alunos, falassem suas conclusdes. Ao ouvir as
conclusdes no desenvolvimento da pesquisa, destacamos o seguinte das suas falas,

como:

(1) “Se pude encontrar o limite da funcéao f(x) e da funcdo g(x) ndo podemos
calcular o limite do produto das funcdes f(x) e g(x)”.

(2) “...d& pracalcular o limite do produto se o produto do limites existe”.

(3) “... como na soma, podemos calcular o limite do produto se as fun¢des séo

continuas”.

Como foi possivel perceber a maioria dos alunos ndo chegou a concluséo
pretendida na atividade. Dessa forma, juntos estabelecemos um texto para a relagao
apresentada, observados por eles mesmos, ou seja, a definicdo da operagéo, onde
apresentamos a seguinte notacgao:

Jim £(x)- lim g(x) = lim[f(x)-g(x)]

E cuja intervengdo se deu com a mesma pergunta na atividade anterior, a
saber: “0 que vocés puderam notar, observando o grafico das fun¢cdes em cada
item?” a maioria respondeu que: “quando era possivel encontrar o valor do limite
de cada funcao, o valor do limite do produto das fun¢cdes no mesmo ponto,
tem o mesmo valor se multiplicando o valor de cada uma das fung¢des, quando
as funcbes forem continuas”. Disto, ficou evidente para turma que o Limite do
Produto de funcbes ficaria seria assim enunciado: “O Limite do Produto é o
produto dos limites”.

Seguindo a mesma, metodologia empregada na atividade 2, aplicamos
exercicios de fixagdo para mostrar aos alunos a importancia da relacdo na Atividade
3. Como exemplo, de um destes exercicios, que foi resolvido pelo aluno 35,

observamos, também, que 95% néo tiveram dificuldades e 5% tiveram éxito, posto
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que nao tivesse que manipular um gréafico. Destas questdes, apresentamos duas e a

forma como resolveram:
Exercicio: Calcular o limite.

(1) Dado f(x) = 2x +1 e g(x) = 3x?, encontrar limf(x), lim g(x) e lim[f(x)-g(x)] :
Iximlf(x)=2-1+1=3

leml g(x)=3-12=3

Ixi_r11l[f(x)~g(x)] =6-13+3:12=9

limf(x)-lim g(x) = lim[f(x)-g(x)] =3-3=9=9

(2) Dado f(x) =2x —1 e g(x) = 1/x encontrarlimf(x), lim g(x) e lim[f(x)-g(x)] :
Ijinlf(x):2~0—1:—1
. 1
lim g(x)= 0 A
2.0-1
0 - A
limf(x)-lim g(x) = lim[f(x) - g(x)] = 2

lim[f(x)-g(x)] =

Observamos que essas resolucdes estdo organizadas, e a comparacao do
resultado obtido, na atividade anterior de Limites de Funcdes, mostrou que a
capacidade dos alunos, estava cada vez mais agucada e entenderem bem que a
validade dessa operacédo, tal qual na Soma de Limites, apresentava mesma
analogia, tornando a aula mais interativa e contribuindo para despertar no aluno o
interesse pelo aprendizado de Limites.

Avaliando o tempo que a turma gastou para realizar a Atividade 2 e a
atividade 3, no mesmo dia, ressaltamos que foram necesséarias 2 horas e 10
minutos, onde deste total, 10 min foram oferecidos para que os alunos escrevessem
suas conclusdes e 20 min para a fundamentacéo do conceito da operagéo de Soma
de Limites de Funcdes e Produto de Funcdes.

Da aplicacédo das trés atividades propostas até este momento, percebemos
gue somente a Atividade 1 exigiu um tempo maior por parte dos alunos para resolvé-
la, e que a partir desta, esse tempo foi diminuido consideravelmente. Entéo,

acreditamos que na medida em que os alunos adaptavam-se com a metodologia
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proposta, tornava-se mais fécil trabalhar os calculos, tendo em méos o grafico das

fungbes envolvidas.

3.4. QUARTA SESSAO

O quarto encontro ocorreu em 09 de marco de 2017 (quinta-feira) das
13h30min as 15h15min, com intervalo de 10 min, totalizando um periodo de 2
hora/aula e no dia 13 de marco de 2017 (terca-feira) das 13h30min as 15h15min,
com intervalo de 10 min, totalizando um periodo de 2 hora/aula.

No dia 09 de marco, solicitamos que os alunos tomassem 0s mesmos lugares
do encontro anterior, em seguida entregamos a copia de atividade e explicamos que
este momento seria dividido em duas aulas — atividade de Quociente de Limites de
Funcdes, neste dia e no préximo dia 13 de marco a atividade de Raiz de Limite de
Funcdes.

ApoOs estas informacdes, pedimos que os alunos comecassem a fazer a
atividade 4 — Quociente de Limites de Fungles, cujo objetivo era descobrir uma
relacdo entre o limite do quociente de duas funcdes e o quociente dos limites dessas
funcdes, igualmente as atividades de Soma e Produto, os alunos deveriam
manipular os gréficos, conforme roteiro, em cada um dos itens apresentados na
tabela.

Cada aluno recebeu uma folha da atividade 4, respondendo inicialmente se as
funcdes f(x) e g(x), no ponto X indicado apresentava um comportamento continuo e
descontinuo, a seguir, de posse do grafico, orientamos que todos as deveriam
encontrar o valor dos limites de cada uma das fun¢des e depois o valor do limite do
guociente das duas funcdes, manipulando os graficos que acompanhara a tabela da
atividade e apresentar suas conclusdes ao terminar o preenchimento da tabela.

Quando todos os alunos acabaram a Atividade 4 — Quociente de Limites de
Funcdes, solicitamos que trés alunos fossem até o quadro e escrevesse a sua
conclusdo. Ao observar trés conclusdes, recorrentes destacamos as seguintes, a

saber:

(1) “Quando se pode encontrar o limite da funcdo f(x) e da funcédo g(x)

podemos calcular o limite do quociente das fun¢des f(x) e g(x)”.
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(2) “...d& pracalcular o limite do quociente se o quociente do limites existir”.
(3) “... podemos calcular o limite do quociente se as funcdes sdo continuas”.

Nesta atividade, percebemos que a maioria dos alunos ndo chegou a
conclusdo pretendida na atividade. Dessa forma, juntos estabelecemos um texto
para a relacdo apresentada, observados por eles mesmos, ou seja, a definicdo da
operacdo, com a seguinte notacao:

. [f(x)j Jim #(x)
lim =—
o))~ Im o0

X—Xq

E cuja intervengdo se deu com a mesma pergunta na atividade anterior, a
saber: “0 que vocés puderam notar, observando o grafico das funcdes em cada
item?” a maioria respondeu que: “quando era possivel encontrar o valor do limite
de cada funcéo, o valor do limite do quociente das funcdes no mesmo ponto,
tem o mesmo valor se dividirmos o valor de cada uma das fung¢des, quando as
funcdes forem continuas”. Disto, ficou evidente para turma que o Limite do
Quociente de funcdes ficaria seria assim enunciado: “O Limite do Quociente € 0
guociente dos limites”.

No dia 13 de marc¢o aplicamos a atividade 5 — Raiz de Limite de Func¢des, com
0 objetivo de descobrir uma relacdo entre o limite da raiz de uma funcéo e a raiz do
limite dessa fung&o. As 13 horas e 30 minutos, adentramos a sala, pedimos mais de
uma vez, que os alunos se organizassem conforme a atividade anterior. Assim,
aplicamos a com o objetivo de aprimorar as habilidades dos alunos para Raiz de
Limite de Funcles e fortalecer o processo de assimilacdo das mesmas, auxiliando
deste modo, na aprendizagem deste conceito, que foi bem aceito e resolvida com
eficiéncia.

Sendo a operacdo com radicais ndo muito trabalhadas no Ensino Médio.
Notamos que a maioria dos alunos se apresentaram inseguros. Dificuldade esta, que
tomou grande parte do tempo de aplicacédo. Solicitamos que trés alunos fosse ao
quadro explicar o seu ponto de vista apresentando um modelo para a resolucéo de

algum item da tabela fornecida:

(1) “Se podemos encontrar o limite da Raiz da funcéo f(x), podemos encontrar
a Raiz do limite da fungéao f(x)".
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(2) “podemos calcular o limite da raiz se a raiz do limite existe”.

(3) “podemos calcular o limite da raiz se a funcao é continua”.

Notamos que os itens um indice de erro, igual a 40%, que estabeleca uma
diferenciada forma de operacionalizacdo que expresse a situacdo envolvendo raiz.
Assim, verificamos que os alunos sentem dificuldade em manipular, algebricamente, as
raizes, inclusive quando variamos o indice da raiz. Nesta atividade que chama atenc¢ao
é dos itens em branco. Estes sdo por causa da manipulacdo algébrica e auséncia do
grafico de cada item da tabela fornecida, os alunos alegaram que ndo lembravam como
manipular os célculos. Entdo, decidimos intervir apresentando a propriedade que
envolve o Limite da Raiz de uma Funcéo, onde se o indice da raiz pertence aos Naturais
excluindo o zero, o valor do limite € positivo, e se o indice € impar o valor de limite da
fungéo é negativo.

Essas afirmacdes gerou uma discussdo na turma. E a nossa intervencao por
meio do debate com a turma constituia de uma acdo expressiva. Solicitamos que o0s
alunos terminassem a atividade 5 (cinco), e realizamos uma breve revisdo de todos os
itens apresentados, formalizamos a partir dessa discusséo a seguinte definicdo de Raiz
de Limite de uma Fungao, a saber: “o limite da raiz da funcdo, em um ponto € a raiz

do limite da funcéo, se a funcdes € continua neste ponto”.

3.5. QUINTA SESSAO

O quinto encontro ocorreu em 16 de marco de 2017 (quinta-feira) das
13h30min as 15h15min, com intervalo de 10 min, totalizando um periodo de 2
hora/aula e no dia 20 de mar¢co de 2017 (terca-feira) das 13h30min as 15h15min,
com intervalo de 10 min, totalizando um periodo de 2 hora/aula.

No dia 16 de marco, solicitamos que os alunos tomassem 0s mesmos lugares
do encontro anterior, em seguida entregamos a cOpia de atividade e explicamos que
este momento seria dividido em duas aulas — atividade 6 — Limites Infinitos de
Funcdes, neste dia e no proximo dia 20 de margo a atividade 7 — Limites no Infinito
de Funcoes.

Apoés estas informacgbes, pedimos que os alunos comecassem a fazer a
atividade 6, onde deveriam resolver questdes por manipulacdes algébricas em cada
um dos itens apresentados na tabela. Mesmo que o0s alunos ja estivessem
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familiarizados com o roteiro, e para a fixagdo do conceito de Limites Infinitos, foi
fornecido para cada aluno um conjunto de 5 (cinco) graficos, cada um deles
contendo duas questoes.

Aos poucos os alunos, olhando para o gréafico e para as questées esbocavam a
resposta; mesmo que alguns se mostravam ainda inseguros, mesmo respondendo
corretamente, contudo normalmente concluindo com uma pergunta: “é isso?”. E para
chegarmos ao nosso intuito e, para nos certificarmos de que estavam seguros na
resposta, era devolver o questionamento: “Entao o limite tende para?”.

Percebemos, que maioria dos alunos, com um pouco mais de cuidado,
conseguia perceber rapidamente e respondia corretamente. Mas, se novamente,
questionados sobre o que significava sua descoberta, procurava motiva-los e
perguntava o que estavam percebendo nesta atividade, dentre todas as mais recorrente
que destacamos, denominamos de conclusdo: “Percebo que ao se aproximar o x de 0
(zero) pela direita o x tende ao infinito e ao se aproximar x de 0 pela esquerda o0 x
tende ao menos infinito”.

Nesta atividade, o que nos chamou atencao foi o questionamento do simbolo
de infinito (=), Neste momento intervimos e insistimos em observar que este simbolo
nao representa nenhum numero real, mas indica o comportamento da funcéo
guando x se aproxima do ponto Xq pela direita ou pela esquerda.

Portanto da atividade 6, percebemos que os alunos compreenderam a ideia
da definicdo de Limites Infinitos como uma relagdo quando x se aproxima do ponto
Xp para valores maiores que X, € podemos observar de maneira bem clara na
atividade aplicada que a conclusdo da maioria, tem um carater generalista. Porém,
ainda sentem problema para escrever, posto que até chegarem a universidade nao
tivessem o habito de discutir, mas somente fazer calculos.

No dia 20 de margo, iniciamos a atividade 7 — Limites no Infinito de Fungdes,
com objetivo de descobri uma relacdo que apresente o valor do limite de uma fungao
guando o calor de x cresce ilimitadamente.

Novamente, o desempenho da turma foi bom, mas em comparacdo a
atividade 6 (seis) foi baixa em relagédo ao tempo, pois confundiam com a atividade de
Limites Infinitos, mesmos assim, os alunos n&do apresentaram dificuldades na
execucdo da atividade 7 (sete). As dificuldades percebidas foram referentes a
construcdo da conclusdo para uma melhor compreensdo dos Limites no Infinito de

funcdes. Contudo, em funcdo da experiéncia adquirida na atividade anterior, a
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evolucdo dos alunos para a construgcdo das conclusbes foi significativo, onde
podemos destacar a seguinte conclusao construida por um aluno: “se uma funcgéo é
continua, e x vai para o infinito, entdo o limite da funcéo tende para um namero
real”.

Mas com a nossa intervencdo e para uma fixagdo da conclusdo podemos
concluir juntamente com os alunos que: “quando uma funcdo é continua, e X
cresce (decresce) ilimitadamente, entdo a funcdo se aproxima de um valor
real”.

Acreditamos que, a partir das intervencdes feitas, a aplicagdo da sequéncia
didatica causou discussdes importantes entre os alunos que participaram da
atividade, pois estas atividades os conduziram refletir sobre o conhecimento que

desejavamos ensinar.

3.6. SEXTA SESSAO

O sexto encontro ocorreu em 23 de marco de 2017 (quinta-feira) das
13h30min as 15h15min, com intervalo de 10 min, totalizando um periodo de 2
hora/aula. Pedimos que os alunos tomassem os mesmos lugares do encontro
anterior, em seguida entregamos a coépia de atividade e explicamos que este
momento seria dividido em uma aula — atividade de Limite Trigonométrico
Fundamental.

Apés estas informacdes, pedimos que os alunos comecassem a fazer a
atividade 8, onde deveriam manipular questdes algébricas em cada um dos itens
apresentados na tabela.

Para encontrar uma relacdo para este limite trigonométrico fundamental,
percebemos que os alunos buscaram, em sua maioria, uma troca de variavel, em
cada um dos itens apresentados, pois pelos céalculos, conforme apresentamos, como

exemplo, na figura abaixo:

__senbx g ax Q- S - -Q_m-vﬁ.lé::_%ﬂ.é‘w Smbx -y
09 im—<~ GL 6% il ¢ P 3
= 6%
Figura 01 — resposta do aluno 26 para item 9 da atividade 8 — limite trigonomeétrico
fundamental.
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Conforme, resolviam foi possivel perceber que a maioria tinha a seguinte
concluséo: “o limite sen(x) dividido por (x), se x ‘vai’ para zero, é 1”.

A formulacéo feita pelos alunos se aproxima da regra apresentadas nos livros
de célculo, mas acreditamos que essa atividade mereca um estudo melhor, para que
0 aluno possa ter um bom desempenho.

Percebemos durante o desenvolvimento da atividade os alunos tentaram
explicar verbalmente a regra, mas sentiram dificuldade em expressar por escrito
suas conclusdes, apesar de terem conseguido realizar a atividade. Isso nos mostra
que h& uma lacuna entre a manipulacdo algébrica e a formalizacdo dessa
manipulagéo.

Assim, para uma compreenséo, dos procedimentos que 0s alunos realizaram,
procedemos a intervenc¢ao junto a turma, enunciando que o limite calculado, teria a
seguinte conclusao: “ O limite de sen(x) dividido por (x), quando (x) tende para

zero, € sempre 1”7, e tem a seguinte representagao:

. sen(x
||m¢ —
x—0 X

1

ApOs os grupos terem feito a formalizacdo da regra, resolvemos as questfes
e fizemos a institucionalizacdo da regra tirando possiveis duvidas dos alunos e, em

seguida, a aplicacao de exercicios.

3.7. SETIMA SESSAO

O sétimo encontro ocorreu em 27 de marco de 2017 (terca-feira) das
13h30min as 15h15min, com intervalo de 10 min, totalizando um periodo de 2
hora/aula.

Solicitamos que o0s alunos tomassem 0s mesmos lugares do encontro
anterior, em seguida entregamos a coOpia de atividade e explicamos que este
momento seria uma aula — atividade de Limite Exponencial Fundamental e uma
Breve historia do ‘e’ (nUumero neperiano).

Apés estas informacdes, pedimos que os alunos comecassem a fazer a
atividade 9, onde deveriam manipular questdes algébricas em cada um dos itens

apresentados na tabela.
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Observamos que os alunos tiveram dificuldade para perceber o valor deste
limite nos itens sempre levava ao numero ‘e’, porque nao dominavam o0 uso da
calculadora, quando precisavam resolver a divisdo. Ficavam perguntando se
estavam realizando os calculos corretos.

De forma geral, pudemos observar que na realizagdo desta atividade com o
uso da calculadora, os alunos mostraram dificuldades, principalmente, em armar o
algoritmo na maquina, o que confirmou que na formulacédo da regra, as dificuldades
foram, em especial, expressar a regra na forma escrita, deixando alguns itens
incompletos.

Desse modo, no momento da formalizagéo da relacéo, foi importante a nossa
participacdo para conduzir e organizar as ideias dos alunos, pois 0S mesmos,
posteriormente conseguiram entender as operacdes, explicaram verbalmente, mas
nao conseguiram, algumas vezes, sistematizar e escrever suas conclusoes.
Percebemos que eles tiveram entendimento da regra, pois aplicaram corretamente
nos exercicios de sala, mas nao foram capazes de especificar corretamente as

mesmas.

3.8. OITAVA SESSAO

O oitavo encontro ocorreu em 13 de abril de 2017 (quinta-feira) das 13h30min
as 15h15min, com intervalo de 10 min, totalizando um periodo de 2 hora/aula.

Solicitamos que os alunos tomassem o0s mesmos lugares do encontro
anterior, em seguida entregamos a coOpia de atividade e explicamos que este
momento seria a culminancia de todas as atividades de Limite de Func¢des.

Apés estas informacdes, pedimos que os alunos comecassem a fazer as
guestdes envolvendo o estudo de Limites de Funcgdes, que foram apresentados nas
atividades 1 até a atividade 9. Nesse dia, foi aplicado o p6s-teste composto com as
mesmas questdes do pré-teste, cujo objetivo era obter informacdes que permitissem
a comparacao dos desempenhos dos alunos na resolucédo das questdes nos pré-

teste e pos-testes.

Nossas hipdteses se constituiram na construcdo de situacdes didaticas em
sala de aula que possibilitassem ao aluno construir as ideias de Limites de Funcdes,
sem a nossa prévia apresentacdo por sermos professor da turma na disciplina de
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Célculo. Pelas respostas dos alunos, percebemos que 0os mesmos conseguiram
formular os conceitos envolvendo Limites de Fun¢Bes Continuas, observando os
calculos que fizeram com a manipulacdo de graficos e manipulaces algébricas e
com a nossa orientacao.

Percebemos durante o desenvolvimento das sequéncias didaticas,
apresentadas nos encontros, os alunos aventuraram-se em explicar oralmente os
conceitos trabalhados, sentiram dificuldade em expressar por escrito essas
conclusdes, apesar de terem conseguido realizar as atividades, e isso nos mostra
que ha uma lacuna entre o calculo e a formalizacao desse calculo. Nas formulacdes
dos conceitos formulados, percebemos que os alunos, em algum momento,
mostraram um rompimento no pensamento que estavam desenvolvendo,
apresentando regras incompletas e sem sentido, e isso mostra que a construcao do
conhecimento pelo aluno ndo € um processo lineal, facilmente percebido.

A seguir apresentaremos a Analise a Posteriori e 0s procedimentos para a
validacdo da sequéncia didatica dessas atividades e do pré-teste, aplicados nesta

turma.
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4. ANALISE DOS RESULTADOS

Nesta secdo, temos por objetivo propor-se a socializacdo dos resultados
encontrados através das andlises a posteriori e a validagcdo, ou seja, os dados
obtidos com a aplicacao do pré-teste e pds-teste, a sequéncia de ensino, e aplicacdo
das atividades.

4.1. ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO

A analise dos resultados do pré-teste e pos-teste foi realizada levando em
consideracdo a nossa andlise a priori das questdes, as dificuldades expostas pelos
alunos do Curso de Ciéncias Naturais no questionario. Apresentamos os resultados
comparativos dos acertos no grafico 15, dos erros, no grafico 16 e das questdes ndo
resolvidas, no grafico 17.

Apresentamos as dificuldades e as limitacdes que os alunos encontraram no
momento do desempenho das atividades, assim como realizaremos a comparagao
do desempenho dos alunos do pré-teste com o pdés-teste, ao término da aplicacao
das 9 atividades propostas.

Mostraremos a seguir os dados do pré-teste em forma de tabela, com os
nameros de acertos, onde chamamos de acertos aquelas que apresentaram uma
resolucdo légica ou procedimento de resolucdo mais proximo do correto, fazendo

relacdo com o questionario.

Tabela 13: Percentual de alunos que acertaram as questdes do pré-teste.

Questdes apresentadas Alunos que Alunos que
Alunos que .
acertaram erraram (%) nao fizeram
(%) (%)
Item (a) 0 54 46
Item (b) 0 40 60
Item (C) 0 46 54
Item (d) 0 57 43
Item (e) 0 49 51
Item (f) 0 54 46
Item (Q) 0 51 59
Item (h) 0 63 37
Item (i) 0 43 57
Item (j) 0 46 54
Item (1) 0 60 40
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Item (m) 49 51

0
Item (n) 0 63 37

FONTE: Pré-teste realizado com os alunos (Fev/2017)

Esses dados revelam que por estarem vendo Limites pela primeira vez, os
alunos nao sabiam resolver questdes envolvendo Limites de Fungbes, visto que
afirmaram, no momento da aplicacdo do pré-teste, que ndo sabiam, e ndo tinham
ideia como resolvé-las, confirmando as hipoteses levantadas na analise a priori
desta pesquisa.

Em nossa analise foi possivel notar que os alunos que tentaram resolver o
item (a) da questdo, possuiam algum conhecimento, posto que todos alunos erram,
realizando apenas manipulacdo algébrica, 54% que tentaram erraram, nao
apresentando uma légica no calculo e os 46% deixaram em branco.

A partir do item (b) até o item (n) da questdo 1, ndo tivemos acertos.
Ressaltamos que em média 43% alunos erraram as questfes e em media 57% dos
alunos deixaram as questdes em branco.

Disto, fica evidente que o0 ensino de matematica necessita urgentemente de
novas maneiras de trabalhar a matematica em sala de aula, para que os alunos
sintam-se envolvidos e aprendam essa disciplina tdo necessaria para o
conhecimento adquirido, na vivencia em sociedade.

Mostraremos a seguir os dados do pré-teste em forma de tabela, com os
nameros de acertos, onde chamamos de acertos aquelas que apresentaram uma
resolucdo légica ou procedimento de resolucdo mais proximo do correto, fazendo

relacdo com o questionario.

Tabela 14: Percentual de alunos que acertaram as questdes do pds-teste.

Questdes apresentadas Alunos que Alunos que
Alunos que .

acertaram erraram (%) nao fizeram
(%) (%)

Item (a) 80 5 15

Item (b) 77 11 11

Item (C) 74 17 9

Item (d) 75 12 13

Item (e) 82 8 9

Item (f) 76 6 18

Item (Q) 81 10 9

Item (h) 83 9 8

Item (i) 78 10 12

111



Item (j) 70 12 18
ltem (1) 71 15 14
Item (m) 65 17 18
Item (n) 60 16 24

FONTE: Pré-teste realizado com os alunos (Fev/2017)

Esses dados revelam que pelo desenvolvimento das atividades durante a
aplicacdo das sequencias didaticas, os alunos ja sabiam resolver questdes
envolvendo Limites de Funcgdes, visto que afirmaram, no momento da aplicacado do
pos-teste, que os itens estavam relacionados com as aulas vistas nos encontros.

Os alunos obtiveram um aumento expressivo durante a resolucdo das
guestdes, tal fato influenciado pela sequéncia de atividades e seriedade encarada no
Pos-teste. Podemos perceber, de maneira nitida que o acerto em quase todas as
guestBes é positiva, bem superior dos resultados do pré-teste, confirmando de tal
modo nossa hipotese de que os alunos puderam construiram um conhecimento

matematico relativo a Limites de Funcgdes.

GRAFICO 17 — percentual de alunos que acertaram as questdes no pré-teste e pos-teste.
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FONTE: Pesquisa de campo (Marco, 2017).
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GRAFICO 18 — Quantidade de alunos que erraram as questdes no pré-teste e pos-teste.
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FONTE: Pesquisa de campo (Marco, 2017).

GRAFICO 19 — Quantidade de alunos que deixaram questdes ndo resolvidas no pré-teste e pos-

teste.
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FONTE: Pesquisa de campo (Marco, 2017).

Para registro, utiizamos um caderno, para as anotacdes das realizacdes
apresentadas pelos alunos, durante o desenvolver-se da sequéncia didatica
estruturada, validando e comparando a nossa analise preditiva com 0 que ocorreu

em nossa experimentacao, conforme descrevemos.
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TABELA 15 — Andlise a priori e a posteriori das atividades

(CONTINUA)

Analise a priori — Atividade 1 Quando
guestionados sobre como calcular limites

de funcdes:

Analise a posteriori — Atividade 1

Confirmamos que:

e -Siléncio inicial, inseguranca ao falar

e calcular;

¢ -Relacao das funcbes com seus

gréficos;

e -Falas incoerentes sobre o conceito

de funcdo linear.

e -confusdo do conceito de
funcdo com a simbologia de

limites;

e -Procuraram ligar o conceito de

“tende” a palavra “aproximar”.

Analise a priori — Atividade 2
Diante de diferentes fungdes e a

repeticdo de algumas que eram:

Analise a posteriori — Atividade 2

Confirmamos que:

¢ Identificagdo das regularidades,
justificativa da continuidade (ou
descontinuidade) dentro do ponto da

abscissa;

e Aregularidade da atividade
permitiu encontrar a relacéo na
operacdo de Soma de Limites

das funcoes;

e Facilidade na leitura fungcBes-gréfico.

¢ Sentimento de aquietacdo ao
ter que desenvolver uma
sequencia didatico, sem
explicacéo, pela contradicéo ao

Senso comum.

e Facilidade em fazer a
comparacao dos simbolos e 0
gréafico; os contextos dos
exercicios construidos estavam
relacionados a matematica do

ensino médio.
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(CONTINUA)

Analise a priori — Atividade 3
Diante das funcfes apresentadas,
percebemos que os alunos

apresentaram:

Analise a posteriori — Atividade 3

Confirmamos que:

¢ |dentificacdo das regularidades,

justificativa da continuidade (ou

descontinuidade) dentro do ponto de

abscissa;

¢ A regularidade da atividade
permitiu encontrar a relacéo na
operacgéo de Produto de Limites
das funcoes;

e Facilidade na leitura fun¢des-gréafico

e Facilidade em fazer a
comparacao dos simbolos e o
gréfico; os contextos dos
exercicios construidos
relacionados a matematica

basica.

Andlise a priori — Atividade 4
Diante das funcfes apresentadas,
percebemos que os alunos

apresentaram:

Anadlise a posteriori — Atividade 4

Confirmamos que:

e Pouca ou nenhuma habilidade em

trabalhar divisdo de funcoes

e Pela regularidade da atividade
apresentada, foi possivel
encontrar uma relagéo para
Quociente de Limites de

Funcdes.

e Facilidade na leitura das funcdes

observando os gréficos fornecidos

e Melhora no manuseio de

graficos.

e Dulvidas em como

operacOes algébricas envolventes.

aplicar as

e Melhora na habilidade com as
ideias de func¢des continuas e
descontinuas no quociente de

funcoes.
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(CONTINUA)

Analise a priori — Atividade 5
Diante das funcfes apresentadas,
percebemos que os alunos

apresentaram:

Analise a posteriori — Atividade 5

Confirmamos que:

e Pouca ou nenhuma habilidade em

trabalhar RAIZ de funcdes

e Pela regularidade da atividade
apresentada, foi possivel
encontrar uma relagéo para

Limites da Raiz de Funcgdes.

e Duavidas em como aplicar as
operacdes algébricas envolvendo
radicais.

e Melhora no manuseio de

graficos.

e Melhora na habilidade com as
ideias de funcdes continuas e
descontinuas no quociente de

funcoes.

Analise a priori — Atividade 6
Diante de diferentes funcgdes:

Analise a posteriori — Atividade 6

Confirmamos que;

e Pouca ou nenhuma habilidade em
trabalhar com as ideias de infinito em

funcoes.

e Pela regularidade da atividade
apresentada, foi possivel
encontrar uma relagéo para

Limites Infinitos.

e Facilidade na leitura das funcdes

observando os graficos fornecidos

e Melhora no manuseio de

gréficos.

e Dulvidas em como aplicar as

operacOes algébricas com as ideias

de infinito.

¢ Melhora na habilidade com as
ideias de funcdes continuas e

descontinuas.

Analise a priori — Atividade 7
Diante de diferentes funcgdes:

Anadlise a posteriori — Atividade 7

Confirmamos que:

e Pouca ou nenhuma habilidade em
trabalhar com as ideias de infinito em

funcdes.

e Pela regularidade da atividade
apresentada, foi possivel
encontrar uma relacao para

Limites no Infinito.
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(CONTINUA)

Facilidade na leitura das funcdes

observando os graficos fornecidos

e Melhora no manuseio de

gréficos.

Duvidas em como aplicar as

operacdes algébricas com as ideias

de infinito.

e Melhora na habilidade com as
ideias de funcdes continuas e
descontinuas quando se
aproximam do infinito pela

direita e pela esquerda.

Andlise a priori — Atividade 8

Diante de diferentes funcgdes:

Analise a posteriori — Atividade 8

Confirmamos que:

Pouca ou nenhuma habilidade em
trabalhar com relacdes
trigonométricas, o que reflete uma

dificuldade em trigonometria.

e Pela regularidade da atividade
apresentada, foi possivel
encontrar uma relagéo para
Limites Trigonométrico

Fundamental.

Facilidade na leitura das funcfes

observando os graficos fornecidos

e Melhora no manuseio de

calculadora.

Duvidas em como aplicar as

operacdes trigonométricas.

e Melhora na habilidade com as
ideias de funcdes

trigonométricas do seno.

Analise a priori — Atividade 9

Diante de diferentes func¢des:

Analise a posteriori — Atividade 9

Confirmamos que:

Pouca ou nenhuma habilidade em

trabalhar divisdo de funcbes

e Pela regularidade da atividade
apresentada, foi possivel
encontrar uma relagéo para
Quociente de Limites de

Funcdes.

Facilidade na leitura das expressoes
algébricas com diferentes variagdes

nos pontos de continuidade.

¢ Melhora no manuseio de

substituicdes algébricas.

FONTE: Pesquisa de campo (Marco, 2017).
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A seguir, na tabela 13 apresentamos os tempos que foram gastos para o
desenvolvimento de cada atividade trabalhada.

TABELA 16 - Relacéo das atividades e o tempo necessario para desenvolvé-la.

Atividades Duracéo
PRE-TESTE 1h10 min
Atividade 01 — Conceito de limites de Fungoes 2h10 min
Atividade 02 — Soma de Limites de Funcdes 46 min
Atividade 03 — Produto de Limites de Funcgbes 45 min
Atividade 04 — Quociente de Limites de Fungoes 44 min
Atividade 05 — Limites da Raiz de Funcdes 43 min
Atividade 06 — Limites Infinitos 44 min
Atividade 07 — Limites no Infinito 48 min
Atividade 08 — Limites Trigopnométrico Fundamental 46 min
Atividade 09 — Limites Exponencial Fundamental 50 min
POS-TESTE 53 min

FONTE: Pesquisa de campo (Margo, 2017).

Avaliando o tempo que a turma gastou para realizar a Atividade 1,
destacamos que foram necessarias 2 horas e 10 minutos, onde deste total, 5 min
foram oferecidos para que os alunos escrevessem suas conclusdes e 10 min para a
fundamentacéo do conceito de Limites de Fungdes., e que a partir da atividade 2,
esse tempo foi reduzido. Entdo, acreditamos que na medida em que os alunos
adaptavam-se com as atividades, ficava mais compreensivel cada uma, tanto no
desenvolvimento dos célculos.

Nesta parte da pesquisa concluimos, que o conjunto das trés atividades sobre
0 ensino de Limites de FuncBes por meio de atividades estruturadas, aplicadas se
mostrou como uma ferramenta potencial na pratica pedagdgica da matematica para
a aquisicao do conhecimento dos alunos do 1° ano do curso de ciéncias naturais.

Basicamente, as observagOes colhidas a partir das atitudes dos alunos
participantes da pesquisa e a andlise desses dados conseguidos pela aplicacdo do
questionario, nos forneceram solugdes para verificar as possibilidades da proposta
da sequéncia didatica para o ensino de Limites de Funcles e se estdo adequadas
aos objetivos propostas nesta pesquisa. E segundo a analise dos dados coletados
no pré-teste, e também pelas observacdes em sala de aula, poderemos concluir

nossas observagoes.
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Em cada aula que aplichvamos a atividades faziamos os registros e
iniciavamos as discussfes dos seus resultados, sempre o0s chamava para
resolvermos junto ao quadro, e cada aluno poderia se expressar mostrando a turma
a sua forma de resolucdo. Observamos que o0 comportamento, requerido na
pesquisa, trouxe para a acao pedagogica um desafio para o aluno e uma ferramenta
para que pudéssemos perceber suas construgfes iniciais sobre as conclusfes
pretendidas.

Contudo a partir da aula 1, percebemos que a autoconfianca na resolucdes
das questbes das atividades propostas foi gradativamente aumentando,
diferentemente de quando se trabalha na aula tradicional, onde primeiro da-se o
conteudo e apOs isso se aplicam os exercicios, elencamos isto a frequéncia dos
alunos, nas aulas da sequencia didatica e na realizacdo do poOs-teste, conforme
destacamos na tabela 16, que teve relacdo direta com a porcentagem de acertos,
apresentados no grafico 15.

TABELA 17 — Frequéncia dos alunos do 1° ano de Ciéncias Naturais — Biologia, nas aulas e
desempenho no pés-teste.
(CONTINUA)

% de questdes

Aula Aula 1 Aula 3 Aula 5 Aul

>
~E
Q
>
®E
Q

certas no P6s-
teste

Q
(o]

Aluno Aula 2 Aula 4 Aula 6

Aluno 01 85%

Aluno 02 88%

Aluno 03 82%

Aluno 04 83%

Aluno 05 80%

Aluno 06 86%

Aluno 07 81%

Aluno 08 80%

Aluno 09 84%

Aluno 10 84%

Aluno 11 87%

Aluno 12 87%

Aluno 13 68%

Aluno 14 89%

Aluno 15 86%

Aluno 16 85%

Aluno 17 83%

Aluno 18 83%

Aluno 19 82%

Aluno 20 84%

Aluno 21 88%

Aluno 22 85%

Aluno 23 83%

Aluno 24 82%

©|TU|U|0|0|0|0|0|0|T|TV|0|0|0|T0|0|TV|T|T|T|D|T|T|T|T

T|U|U|MM|TV|V|0V|O|0|0|0|0|M|TV|TV|TV|0|T|0|T|T|T|T|T
©|©U(U|T|TU M0V TV|TV 0V TV|TU|T|TV|0V|TV|T|T|0|0|TM|T|T

m|7o|v/mmMm VTV TV|TV 0V TVTVT|TOOVTTU|T|O|T|T|T|T|T
©v|©U(U|TU|TU|0U|0U|U|T|TV|0V|TU|TU|T|TV|0|TV|T|T|0|0|T|T|T|T

T|7™T|1v|v|v|0v|0v|v/M0V 0V TV|TU|TV|0|0|0|T|T|0|T0|T|T|T|T
MTmmTT|TMo|m|TTmmTTTmmm|Tm|Tmm|m|m
©U|T|U|0|0|0|0V|TU|0|0|0|0|TU|0|0|0|0|T|T|0|0|T|T|T|TO
©|7©U|U|U|TU|0V|0V|U|T|TV|0V|TU|TV|T|TV|0|TV|T|T|0|0|T|T|T|TO

Aluno 25 82%
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Aluno 26 85%

Aluno 27 81%

Aluno 28 80%

Aluno 29 80%

Aluno 30 80%

Aluno 31 85%

Aluno 32 87%

Aluno 33 87%

Aluno 34 89%

T|TU|T|TV|T|0|T|T|T|T

T|0|(U|M|M|TM|T|TV|T|T

©U|0|T|T|T|TV|T|T|T|T

©U|0|T|T|T|TV|T|T|T|T

mmmmm|m|m{m|m|m

©U|0|T|T|T|0|T|T|T|T

©U|70|T|T|T|T0|T|T|T|T

0| 0|oMM|M|o[o|m|m
TU|0|T|0|T|0|T|TO|M|T

Aluno 35 89%

FONTE: Pesquisa de campo (Marco, 2017).

Da tabela anterior, podemos observar que na participacdo doa alunos na
sequencia didatica, propiciou um acerto de até 85% em média no pés-teste, e que
mesmo o aluno 13 tenha uma média de acerto igual a 68%, isto ndo foi um dado
pertinente para influenciar o resultado geral do pos-teste.

Destacamos que a intervengéo realizada durante o desenvolvimento das
atividades aumentou positivamente a cogni¢cdo de habilidades como concentragao,
trabalho em grupo, autonomia, desenvolvimento da escrita matematica e do dialogo
entre os alunos. Deste modo consideramos que essa metodologia de ensino pode
ser considerada como uma grande alternativa para o ensino de Limites de Funcgdes,
e que qualquer professor pode adequar esse conjunto inicial de atividades em sua
praxis pedagodgica de sala de aula. A seguir destacaremos as consideracdes finais

da nossa pesquisa.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa objetiva avaliar a potencialidade do ensino de limites de
funcbes pelo uso de uma sequéncia didatica de atividades estruturadas. A
metodologia escolhida foi a Engenharia didatica, que € o direcionamento desta
pesquisa que tem como objetivo investigar os processos de aprendizagem em sala
de graduacdo da UEPA. Onde serd caracterizada por um desenho de experimentos
em acdes pedagogicas, que se caracterizara pela experimentacao, pelo registro em
gue se estabelecem as atividades e os modos de validagao que Ihe compete. Como
a aplicacdo das atividades se podde diagnosticar os conhecimentos prévios dos
alunos sobre o ensino e a aprendizagem do limite de funcédo, envolvendo este objeto
de estudo. E com a confrontacdo das analises a priori e a posteriori, bem como os
referenciais do aporte tedrico , que nos permitiu levantar o seguinte questionamento
de pesquisa: Qual a potencialidade do ensino de limites de funcbes por meio de
atividades estruturadas?

Na perspectiva de recompor uma trajetéria de pesquisa visando a
contribuicdo da acdo do pesquisador em nossas atuacfes pedagogicas em sala e
nessa relacao procurando entender os caminhos que potencializam a construcao da
nocdo de Limites de Fun¢des nos alunos nos fazem considerar alguns aspectos

relevantes no processo de ensino e aprendizagem.

A revisdo de literatura levantada nos permitiu um olhar sobre outros aspectos
antes desconsiderados enquanto professor, por exemplo: sobre os diferentes
olhares na formacédo do conceito, sobre a importancia da conversdo entre registros
de representacdo nos simbdlicos para a construcdo dos conceitos, sobre a
compreensao do conceito, sobre a relacao entre o uso de graficos para resolucéo de
problemas e a formacdo do conceito, a influéncia das nossas concepc¢des sobre o
tempo didatico disponibilizado nas aulas para desenvolvimento dos conceitos, a
relevancia do confronto de registros inicialmente desenvolvidos sobre o que
esperamos dos alunos e o que alcangamos com 0s mesmos, sobre a necessidade

do constante refazer na pratica educativa.

Nosso olhar de professor sobre os objetivos de aprendizagem inicialmente
previstos e sobre o desenvolvimento da constru¢cdo de conceitos com os alunos,

confrontando suas concepc¢des a priori com a posteriori, pode ser o limite para que o
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aluno sujeito do aprender, aprender ndo apenas na perspectiva de saber fazer
exercicios, ou seja, aguele que resolve operacdes algébricas sem o seu devido
sentido, mas também a sua visdo para as diferentes taticas de resolucéo, e de que
maneira um conceito pode estar envolvido, sobre os diferentes contextos e
interagcfes, que podem leva-lo a uma verdadeira educagdo matematica no ensino

superior.
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APENDICE A - Questionéario Docente

Caro (a) Professor (a),

Este instrumento objetiva coletar informag¢des para um estudo que pretende
contribuir para superacdo dos obstaculos de ensino e aprendizagem de matematica,
encontrados por professores e alunos durante atividades em sala de aula. Nesse sentido,
sua colaboracdo em responder este questionario, sera de grande importancia para o bom
éxito do estudo em questdo. As informacdes obtidas terdo um carater confidencial e sua

identidade ser& preservada.

Desde ja agradecemos a sua colabora¢cdo com o nosso trabalho!

QUESTOES Data__ /[ [
1 - Sexo
()Masculino () Feminino () Outros
2 - Faixa Etéaria
() 15-20 anos () 21-25 anos () 26-30 anos () 31- 35 anos () 36-40 anos () 41 - 45 anos
() 46-50 anos () 51-55 anos () 56 —60 anos () 61-65 anos () 66-70 anos.

3 — Formacéo de nivel superior

Curso: ano de concluséo: Instituigao:

4 - P60s-Graduacédo: () Nado () Sim , qual?

() Especializagéo. Ano da Concluséo: Instituic&o:
() Mestrado . Ano da Concluséo: Instituicdo:
() Doutorado. Ano da Concluséo: Instituigao:

5 - Tempo de servigo como professor de matematica no nivel superior?
()Menos de um ano ( )De 1-5 anos ( )De 6-10 anos ( )De 11-15 anos( ) De 16- 20 anos
() De 21- 25 anos( ) De 26-30 anos () De 31-35 () Mais de 35 anos

6 - Turmas (s) em que esta lecionando atualmente?
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No CCSE/UEPA:

No CCNT/UEPA:

7 - Quais os cursos que vocé ja lecionou Limites?

No CCSE/UEPA:

No CCNT/UEPA:

8 - Tipo de Universidade que trabalha atualmente:

() Publica Estadual () Publica Federal () Privada () Outra. Qual?

9 - Durante sua formacédo de professor de matematica vocé fez alguma

disciplina que abordou métodos para o ensino de Limites?

( ) Nao ( ) Sim qual?

10 - Durante sua atuacdo como professor de matematica vocé ja fez
algum curso ou participou de evento que abordou métodos para o

ensino de Limites

( ) Nao ( ) Sim qual?

11 - Quando vocé aprendeu Limites foi por meio de:

() definicdo seguida de exemplos e exercicios

() situagéo problema para depois introduzir o assunto

() experimento para chegar ao conceito

12 - Quando vocé ensina Limites, a maioria das aulas comeca:
() pela definicdo seguida de exemplos e exercicios

() com uma situacéo problema para depois introduzir 0 assunto

() com um experimento para chegar ao conceito

13- Para fixar o conteudo de Limites vocé costuma:

() Apresentar uma lista de exercicios para serem resolvidos

() Solicitar que os alunos resolvam os exercicios de livro indicado para a disciplina Calculo.
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() N&o propbe questdes de fixacdo

() Solicita que os alunos procurem questdes sobre o assunto para resolver em livros de
Célculo.

14- Preencha o quadro abaixo com base na sua experiéncia de professor

(@)

Costuma ter ) .
Nivel de dificuldades para aprender
estudado?
Assunto

. Muito . o Muito
Sim N&o ) Facil Regular Dificil o
facil dificil

1. Ideia de Limite

2. Conceito de Limite

3. Limites Laterais

4. Limite de Funcdo Continua

5. Limite de Funcéo Descontinua

6. Limite da Soma de Func¢bes

7. Limite do Produto de Funcdes

8. Limite do Quociente de Fungbes

9. Limite da Raiz de Fungdes

10. Limites Infinitos

11. Limites no Infinito

12. Limites Trigonométricos

13. Limite Trigonométrico Fundamental

14. Limite da Fung&o Exponencial

15. Limite da Fungé&o Logaritmica

16. Limite Exponencial Fundamental

17. AplicagBes de Limites

15- Vocé jarealizou o ensino de Limites por meio de experimentos?

() Néo () Sim qual?
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APENDICE B - Questionario Discente aplicada na fase preliminar

Caro (a) Aluno (a),

Este instrumento objetiva coletar informagfes para um estudo que pretende contribuir para superacéo
dos obstaculos de ensino e aprendizagem de matematica, encontrados por professores e alunos durante
atividades em sala de aula. Nesse sentido, sua colaboracdo em responder este questionario, serd de grande
importancia para o bom éxito do estudo em questéo. As informag@es obtidas terdo um carater confidencial e sua

identidade sera preservada.

Desde ja agradecemos a sua colaboracdo com o nosso trabalho!

QUESTOES Data /| |
1- Sexo
()Masculino () Feminino () Outros
2- Faixa Etaria
() 15-20 anos () 21-25 anos () 26-30 anos () 31- 35 anos () 36-40 anos () 41 - 45 anos
() 46-50 anos () 51-55 anos () 56 —60 anos () 61-65 anos () 66-70 anos.
3 —-Ano em que ingressou na UEPA?

4- Quando vocé ingressou na UEPA ja tinha realizado outro curso superior?

( )N&o ( ) Sim. Qual?

5- Cursou Calculo na UEPA?

( ) N&o ( ) Sim. Qual?

6- Em que ano vocé cursou Calculo 1?

7- Vocé adota algum livro texto para Célculo 1?

( )N&o ( ) Sim. Qual?

8- Vocé ficou em Dependéncia em Calculo 1?

() N&o ( ) Sim. Quantas vezes?

9- Vocé achou relevante ter estudo Limites?

() N&o ( ) Sim. Por que?

10- O Procedimento predominante das aulas de Limite que vocé teve foi:

133




() Definicdo seguida de exemplos e exercicios;
() Situacao problema para depois introduzir o assunto;
() Atividade para chegar nos conceitos e propriedades;

() Aulas experimentais para chegar ao conceito.

11- Para fixar o contelldo de Limites o(a) docente que ministrou a disciplina

costumava:

() Apresentar uma lista de questdes descontextualizadas para serem resolvidas;

() Apresentar uma lista de questfes que cairam em vestibulares, concursos ou contextualizadas;
() Apresentar jogos envolvendo o assunto;

() Solicitar que os alunos resolvessem exercicios do livro indicado;

() N&o propor questdes de fixacdo

() Solicitar que os alunos procurassem questdes de Limites para resolver.

12- Os recursos didéaticos para o ensino de Limites utilizados foram:

() Pincel;

() Datashow;

() Livro texto;

() Apostilas e lista de questdes;

() Roteiro de experimento.

13- Durante seus estudos sobre limites:

() Os resultados e as propriedades foram apresentadas com justificativas. ( )Sim ( ) Néo
() Os resultados e as propriedades nédo foram apresentadas com justificativas. ( )Sim ( ) N&o
14- Vocé considera que as aulas de Limites foram ministradas:

() Bem, de acordo com o plano de ensino e o dominio do(a) docente;

() Satisfatoriamente, de acordo com o plano de ensino e o dominio do(a) docente;

() Insuficientemente, de acordo com o plano de ensino e o dominio do(a) docente;
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15- Preencha o quadro abaixo com base na sua lembranca no ensino de

Limites:

Assunto

Costuma ter

estudado?

Nivel de dificuldades para aprender

Sim Nao

Muito

facil

Muito
dificil

Facil Regular Dificil

1. Ideia de Limite

2. Conceito de Limite

3. Limites Laterais

4. Limite de Funcao Continua

5. Limite de Funcéo Descontinua

6. Limite da Soma de Func¢bes

7. Limite do Produto de Funcdes

8. Limite do Quociente de Fungbes

9. Limite da Raiz de Funcdes

10. Limites Infinitos

11. Limites no Infinito

12. Limites Trigonométricos

13. Limite Trigonométrico Fundamental

14. Limite da Fung&o Exponencial

15. Limite da Fungédo Logaritmica

16. Limite Exponencial Fundamental

17. AplicagBes de Limites

16 - Resolva as questdes a seguir com base em sua resposta no quadro anterior

01. Calcule os seguintes limites:

a) Iin’21(3x2 -5x+2)
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2

b) lim =
x22 X2 — 2X

2 _
o) lim (x) f(x) = %, definida em R — {1}

quando -

) lim £(x) f(x) = L3

, definida em R - {-1,1}
quando (x-1)2

X+4
x>-2 X + 2

. sen2x
f) lim
x—0 X

g) lim3*

X—2

. (1Y
h | =
) xlmo(3j

i) lim e*

X—>+o0

j) lim (Inx)
x—eX

) lim (log, x)
X— +o 3
2x
m)Hm(1+lJ
X—>+00 X

n) lim [1 - lj
X—> +00 X
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3se, x>0
2 se x<0 é continua em x=0.
7

no ponto x =0

02. Verifique se a fungao f(X) = {

03. No Bairro do Utinga, em Belém, descobriu-se que o principal reservatério de agua esta contaminado pelo
Tricloroetileno (composto altamente cancerigeno), motivado pela contaminagdo de um depdsito de lixo quimico
desativado, as proximidades do reservatério. Uma proposta da SAEB/PA indica que o custo, em milhdes de

reais, de remogé&o de x por cento de poluente téxico € definido por:

0,5x

C =
) 100 -x

(0 < x <100)

Calcule: lim C(x)
x— 100

04. A populagdo de certa espécie de ratos no bairro da Pedreira, em Belém é dada por:

P(t):97—2t (0<t<9), onde t é medido em meses. Mostre que a populagdo de ratos cresce

ilimitadamente.
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APENDICE C - Questionario Discente Aplicado na Experimentacéo

Caro (a) Aluno (a),

Este instrumento objetiva coletar informagfes para um estudo que pretende contribuir para superagéo
dos obstaculos de ensino e aprendizagem de matematica, encontrados por professores e alunos durante
atividades em sala de aula. Nesse sentido, sua colaboracdo em responder este questionério, sera de grande
importancia para o bom éxito do estudo em questéo. As informagdes obtidas terdo um carater confidencial e sua

identidade sera preservada.

Desde ja agradecemos a sua colaboracdo com o nosso trabalho!

QUESTOES Data /| |
1 - Sexo
( YMasculino ( ) Feminino ( ) Outros
2 - Faixa Etéaria
() 15-20 anos ( ) 21-25 anos () 26-30 anos ( ) 31- 35 anos ( ) 36-40 anos ( ) 41 - 45 anos
() 46-50 anos ( ) 51-55 anos () 56 —60 anos ( ) 61-65 anos ( ) 66-70 anos.
3 - Ano em que ingressou na UEPA?

4 - Quando vocé ingressou na UEPA ja tinha realizado outro curso superior?

( )N&o ( ) Sim. Qual?

5 - Cursou Caélculo na UEPA?

( ) N&o ( ) Sim. Qual?

6 - Em que ano vocé cursou Matematica Aplicada I?

7 - Vocé ficou em Dependéncia em Matemética Aplicada 1?

() Nao ( ) Sim. Quantas vezes?

8 - Vocé acha relevante o estudo Limites?

9 — Quais os recursos didaticos para o ensino de Limites?
() Pincel;

() Datashow;

() Livro texto;
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() Apostilas e lista de questées;

() Roteiro de experimento.

10 - Calcule.

01) Iin;(3x2 -5x+2)

. X2 —
02) lim—=———
x>2 X2 — 2X

2 _
03) lim f(x) f(x) = %, definida em R — {1}

X1 quando -1

03) lim f(x) f(x) = ~—3%__ definida em R - {-1,1}
X1 quando (x-1)

04) |jm X*+4%
X2 X+ 2

05) lim sen2x
x—0 X

06) lim 3*

X—2

07) |im[1]
x| 3
08) lim e*

09)) lim. (Inx)

10) lim (log, x)

2

X—>+00

1 2X
11) lim (1+7J
X

12) |im [1—%

X—>+00
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APENDICE D - Gréafico da Atividade 1

9 1\ 1112

140



Grafico do item 1

APENDICE E — GRAFICOS DA ATIVIDADE 2
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Grafico do item 5

APENDICE F — GRAFICOS DA ATIVIDADE 2

Grafico do item 6

Gréafico do Item 7

Gréafico do item 8
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APENDICE G — GRAFICOS DA ATIVIDADE 2

Grafico do item 9 Grafico item 10
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APENDICE H - GRAFICOS DA ATIVIDADE 3
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APENDICE | - GRAFICOS DA ATIVIDADE 3
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APENDICE J — GRAFICOS DA ATIVIDADE 3

GRAFICO DO ITEM 9
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APENDICE K - ATIVIDADE 4

TITULO: LIMITE DO QUOCIENTE DE FUNCOES

OBJETIVO: Descobrir uma relagcéo entre o limite do quociente de fun¢des continua
e 0 quociente dos limites

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTOS:

¢ Resolva os itens a seguir, do quadro dado.

f(x) & g(x) é lim f(x)
N Funciof: R R | CONTINUA? | CONTINUA? | fim f(x) | lim g(x) | |im ( f J(X) o
SIM NAO ' ’ e\ lim g(x)
11.| f(x) = 3x3
g(x) =5x -2

No ponto xo =1

12.| f(x) =4x-3
g(x) =x2+2
No Ponto xo = 1

13. £(x) = 1
X3
gxX)=x2+x+1

No ponto xp = -1

14.| f(x) = x3
gx)=x2+x+1

No ponto xo = —1

15. 1

f(x) = G
gx)=x+7
No ponto xo = 3

16.| f(x) =2x2+1

1
g(X)_x+1

No ponto xo = 2

17| f(x) =5x-2
gx)=x3+1
No ponto xo = 1

18, f(x) =2x2+3x+2
g(x) =6 —4x
No ponto xo = 2

19| f(x) =3x2-5x+4
gx)=2x+1
No ponto xo = —1

20.| f(x)=x2-5x+4
a(x) = x -1
No ponto xp = —1

Observacao

Conclusao
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APENDICE L — ATIVIDADE 5

TITULO: LIMITE DA RAIZ

OBJETIVO: Descobrir uma relacéo entre o limite da raiz em um ponto é a raiz do
limite nesse ponto.

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTOS:

e Resolva os itens a seguir, do quadro dado.

N Funcao f: R =R lim R/f(x) oflim f(x)

X—Xq X—Xg

11. f(x) = V/3x2

No ponto xq = 2

12. | f(x)=34x-3

No ponto xg = 1

13. | fx)=@—7x26

No ponto xo = —1

14. f(x) =vx2+x-3

No ponto Xy, = -1

15. | f(x) =32x2

No ponto Xy = 2

16. f(x) =V3x2—7x + 4

No ponto xo = —1

17. | f(x) = -8x2

No ponto xg = 1

18. f(x) = 2x +5

No ponto Xy = 2

19. | f(x)=2x+1

No ponto xo = 4

20. f(x) =V2x3-8

No ponto xq = 2

Observacao

Conclusao
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APENDICE M - ATIVIDADE 6

TITULO: Limites Infinitos

OBJETIVO: Estudar o comportamento para uma funcado quando o valor de f(x)

cresce/decresce indefinidamente

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.

PROCEDIMENTO:

e Usar propriedades algébricas apresentadas em aula e encontrar os limites

nos itens.

Funcéo f(x): R—R X— a lim f(x)
11| 700 = 553 a=1
12.| 700 = s a=2
13.| 700 = 25 a=2
14.| 700 = 555 a=1
15.| 00 = =1 a=1
16.| f(x) =22 ‘X-ZX +2 a=0
17.| f(x) = i a=1
18. | f(x) = a=3
19.| f90= =133 a=1
20. | 700 = 255 a=1
Observacgoes
Conclusbtes

149



APENDICE N — ATIVIDADE DE FIXACAO DA ATIVIDADE 7

EXERCICIOS

01. Calcule os limites

(@ lim 2
x—>3" X—3

(b) lim 2
x>3 X—3

. 6
c) lim —
()x—>5*X—5

. 6
d) lim —
( ) xeS’X—S

l
(C) errZI* X2 -4

lim
(e) X— 2~ X2 -4

(d) lim —

x—-3" X° —

M lim —>

x> -3 X" —

lim
@ x—-3" X% + 3X

X—3

h) lim
() 2 +3x

Xx—= -3~ X
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APENDICE O — ATIVIDADE 7

TITULO: Limites no Infinito

OBJETIVO: Estudar o comportamento para uma funcdo quando a variavel
independente cresce ilimitadamente.

MATERIAL: Roteiro de atividade, lapis ou caneta.PROCEDIMENTO:

e Para cada gréfico a seguir responda as questdes solicitadas.

. ~ 1 ~ : e
Seja a fungéo f(x) ==, e vamos responder a questao a seguir com base no gréfico
X

da funcao que esta ilustrada na figura a seguir.

Questdes

1) Determine o limite de f(x) = 1 guando x se aproxima indefinidamente de zero pela
X

direita.

2) Determine o limite de f(x) =— quando x se aproxima indefinidamente de zero pela
X

esquerda.
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. ~ 1 ~ . e
Seja a funcédo f(x)=—, e vamos responder a questado a seguir com base no grafico
X

da funcao que esta ilustrada na figura a sequir.

Questdes

1) Determine o limite de f(x) =i2 quando x se aproxima indefinidamente de zero
X

pela direita.

2) Determine o limite de f(x) =i2 quando x se aproxima indefinidamente de zero
X

pela esquerda.
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. ~ 1 ~ . e
Seja a fungdo f(x) =—, e vamos responder a questdo a seguir com base no grafico
X

da funcao que esta ilustrada na figura a seguir.

1) Determine o limite de f(x) = % guando x se aproxima indefinidamente de zero
X

pela direita.

2) Determine o limite de f(x) = % guando x se aproxima indefinidamente de zero
X

pela esquerda.
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Seja a fungéo f(x) = iz e vamos responder a questdo a seguir com base no

grafico da funcéo que esta ilustrada na figura a seguir.

Questdes

1) Determine o limite de f(x) = Lz guando x se aproxima indefinidamente de dois
X_

pela direita.

2) Determine o limite de f(x) = LZ guando x se aproxima indefinidamente de dois
X_

pela esquerda.
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Seja a fungéo f(x) = , € vamos responder a questao a seguir com base no

X2_

grafico da funcéo que esta ilustrada na figura a seguir.

Questbdes

1) Determine o limite de f(x) = %2 guando x se aproxima indefinidamente de 3/2

pela direita.

2) Determine o limite de f(x) = %2 guando x se aproxima indefinidamente de 3/2
X J—

pela esquerda.
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APENDICE P - EXERCICIOS DE FIXAC}AO DA ATIVIDADE T
Exercicios

01. Calcule os limites

@@ lim (4x% —7x+3)

X—> +00

(b) lim (—3x3 +2x% —5x +3)

X—> +00

(c) Ilim (5x3 —4x% —3x+ 2)

X—> —0

) fim (3x* -7x3 +2x? —5x—4)
X— —00
3
(e) lim w
X—> +0o0 5X +X+3

22X+ x—T7
f) lim ——
® x>+ X° — 2X +9

5
(9) lim 52)(—+4X
x>+ 3X° —2X" +9

3 2
) lim 2X +2x + 3X

x> - BX" =X

o X+ x—T
i) lim ————
U x> -0 x4 —2x

. XTHX
lim
0 x> -=»3x° —9
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02. Observe o quadro abaixo e calcule os limites no infinito a partir do estudo

anterior:

Funcao

Par

Impar

lim f(x)

X—>+00

lim f(x)

X——00

f(x) = x2

f(x)=x3

f(x)=x*

f(x) = x°

f(x) = x°

f(x) =x’

f(x) = x®

f(x) = x°

f(x) = x*

f(x) = x*

Observacgao

Conclusao
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APENDICE Q — APLICACOES DE LIMITES NO INFINITO

Questéo 01

A “Madeira Dura” fabrica uma linha de mesa para executivos. Estima-se que o custo
total da fabricagdo de x mesas de certo modelo é de C(x) = 100x + 200000 reais por

ano, de modo que o custo total de fabricacdo de x mesas é dado por: (_Z(x) :@
X

reais por mesa. O que acontece quando o custo total de fabricacdo de x mesa

cresce ilimitadamente?

Questéao 02

Em certa cidade, descobriu-se que o principal reservatério de agua foi contaminado
por um composto quimico cancerigeno, em razdo de um vazamento ocorrido em um
depdsito de lixo quimico abandonado. Uma proposta submetida aos membros do
conselho da cidade indica que o custo, medido em milhdes de reais, de remocao de
X por cento do poluente téxico € dado por:

0,5x

C(x)=——
%) 100 -x

0<x<100

O que acontece com o custo quando se remo x por cento de poluente téxico

ilimitadamente?

Questéo 03

A concentragdo de um farmaco na corrente sanguinea de um paciente t horas apos

2+1

cresce ilimitadamente?

a injecdo é: C(t) = " , mg por cm cubico. O que acontece quando a concentragédo
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Questao 04

A taxa de producdo R na fotossintese € ligada a intensidade i da luz pela funcéo
a-i ~ .

R(I):F, onde a e b sdo constantes positivas. O que acontece com a
+i

fotossintese quando a taxa i de producdo cresce ilimitadamente?

Questéao 05

Se R$ 1 000,00 séo investidos a juros de 9% de capitalizados n vezes por ano, o
montante apés 1 ano serd 1 000(1 + 0,09)”* onde x = 1/n é o periodo de
capitalizacdo. Assim, por exemplo, se n = 4, o periodo de capitalizacédo é 1/4 do ano,
ou seja, 3 meses. No caso da chamada capitalizacdo continua dos juros, o0 montante

apos 1 ano é dado pelo limite:
B = lim 1000(1+ 0,09
x—0*

Estime o valor desse limite completando a tabela a seguir>

X 1 0,1 0,01 0,001 0,0001

lim 1000(1+ 0,09)%

x—0"

Questéo 06
A arrecadacdo mundial total pela exibicdo de um filme de grande sucesso de
bilheteria € aproximada pela funcéo:

120x2
X2+4

T(x) =

Onde T(x) € medido em milhdes de dblares e x € o numero de meses do filme em

cartaz. Com base nos dados responda:

(a) Qual sera a arrecadacéao do filme em longo prazo (quando x é muito grande)?
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Questéao 07

Uma grande corporacdo esta construindo um complexo de casas, escritorios, lojas,
escolas e igrejas em uma area de 4 325 acres numa comunidade rural. Os
planejadores estimam que devido a este projeto, desta comunidade (em milhares)

daqui a t anos sera de:

25t2+125t + 200

P(t) =
t2+5t+40

Com base nas informacdes responda:
(a) Qual a populacéo atual desta comunidade rural?

(b) Qual seréa a populacéo desta comunidade em longo prazo?

Questéo 08

Um estudo de despesas com automoéveis baseados em carros populares (quatro
cilindros) modelo 2000, revelou que o custo médio (prestacdes, combustivel, seguro,
manutencdo e depreciacdo) medido em centavo por milha, € aproximado pela

210
22

fungédo: C(x)= +17,80, onde x denota o numero de milhas (em milhares)

rodadas em 1 ano. O que acontece com o custo médio quando o numero de milhas

rodadas cresce ilimitadamente?

Questéo 09
Suponha que um peixe nadando a uma distancia de L metros, a uma velocidade de
Vv metros por segundo contra uma corrente de u metros por segundos (u < v) tem um

aLvs3

gasto total de energia de: E(v) = , onde E é medida em metros-libra e a € uma

constante. O que acontece com E quando v cresce ilimitadamente?

Questéao 10

Quando lixo organico despejado em um lago, o processo de oxidacdo decorrente
diminui a quantidade de oxigénio no lago. Entretanto, com o passar do tempo, a
natureza restaurara a quantidade de oxigénio aos seus niveis originais. Supondo
que a quantidade de oxigénio t dias ap0s o despejo de lixo organico seja de:

t2+100t +100
t2+20t+100

f(t) = 100(

), por cento do seu nivel original. O que acontece com a

qguantidade de lixo organico quando o tempo cresce ilimitadamente?
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APENDICE R — EXERCICIOS DA ATIVIDADE 7

01. Observe o0 quadro abaixo e calcule os limites no infinito a partir da aula anterior:

N Limites Resultado

1. . X+4
lim ——
X2 X + 2

2. . 2X+1
lim
x—3 X—3

3. i 3X+2
2 5 —2X
2

4. 2X+3
Xﬁ—l(x_l)z

5. . 2x2-3x-5
lim 3
x—>-2 (x+2)

6. .
lim——
x—>2X_2

7. 1
lim—
x—0 x3

8. 3x+4
H‘1(x+1)2

9. ) 1-x
lim 5
XﬁZ(X_Z)

10. . X=4
lim ——
x>2 X 42
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APENDICE S — Breve Histéria do e

O e fez intensas aparicées no calculo. Disto, o e foi descoberto pela primeira
vez com a algebra no século XVII. Os mateméticos indiretamente estiveram
proximos muitas vezes de seu valor sem calcula-lo ou reconhecé-lo como algo fora
do comum. O e foi quase descoberto quando os logaritmos foram inventados em
1618 por John Napier.

Os logaritmos ajudaram enormemente a computacdo em larga escala,
permitindo que a multiplicacéo e a divisdo fossem realizadas por adicdo e subtracao.
Estes logaritmos ndo eram 0S mesmos que a nossa concepcao atual de um
logaritmo. Eram ndmeros que auxiliavam a computacdo, e que ainda ndo eram

considerados como func¢des que relacionavam os expoentes com suas bases.

Deste modo, os matematicos confeccionaram tabelas de logaritmo natural,
mas ndo sabia que o numero e estava em qualquer lugar por tras dos valores
obtidos na construgéo dessas tabelas. Os historiadores ndo tém certeza quem fora
exatamente a primeira pessoa a calcular o valor do e, e também reconhecé-lo como
um numero especial. Muito provavelmente, ndo foi descoberto por um matematico,
mas por alguém com grandes motivagdes. Quem efetivamente calculou o nimero e
foi Leonhard Euler, e dizem que a designacao decorre da inicial do seu sobrenome,

mas também existe a versao do que o e se dava a inicial de "exponencial".

O numero e encontra-se nas fundamentacdes de um dos processos de
financiamento comercial: os juros compostos. O século XVII foi uma época de
mudancas rapidas. Sendo a era da revolucdo cientifica, a proliferacdo do
colonialismo, o surgimento da alfabetizacdo em massa e uma explosdo do comércio
internacional. A era europeia de exploracdo (e exploracao) trouxe culturas diferentes
do mundo em contato, conflito e negdcios entre paises, de tal forma que nenhum
dos grandes impérios de outrora se aproximou. O aumento da escala do comércio
aumentou as demandas de capital. O empréstimo de dinheiro comecou a
desempenhar um papel cada vez maior na prosperidade dos individuos,

empreendimentos empresariais e de nacgoes.

162



Dada a crescente presenca de finangas no século XVII, os historiadores
acreditavam que a primeira pessoa para calcular o valor do e, seria mais provavel
um banqueiro ou comerciante que explorava as propriedades de juros compostos,
nas transacdes financeiras. Sendo o Juro uma taxa cobrada por um credor sobre

uma quantia de um mutuario para o servico de fornecer um empréstimo.

As taxas de juros, tdo somente, compensam o custo de propriedade para o
credor por nédo ser capaz de fazer qualquer outra coisa com seus ativos enquanto
eles sdo controlados pelo mutuario. Estas taxas de juros se acumulam ao longo do
tempo, dependendo da taxa de juros. Aos mutuarios pesam 0O interesse como 0
custo de ter divida, enquanto aos credores pesa o retorno de juros como do seu

empréstimo como um investimento.

7 7

Juro simples é onde o juro acumulado € sempre o que tem a mesma
proporcdo do montante inicial emprestado ou investido (esse montante inicial é
chamado de principal). Por exemplo, se vocé emprestar R$ 1,00 a 5% de juros por
ano, apos um ano, vocé deve R$ 1,05. Depois de dois anos vocé tera que pagar R$
1,10, etc. Com efeito, o juro simples cria uma progressdo aritmética, em que uma

divida ou investimento cresce no mesmo ritmo em todos os periodos de tempo.

O juro simples é raro e aparece geralmente somente em empréstimos em
curto prazo. Juros compostos sdo onde o juro se acumula no principal € no juro
prévio. Cada vez que a taxa de juros € aplicada ao total da divida acumulada ou
investimento, é referido como composicdo. Se vocé investir R$ 1,00 a 5% de juros
composto anual, ap6és o primeiro ano vocé teria R$ 1,05. Ao contrario do juro
simples, no segundo ano ele aumentaria em 5% de R$ 1,05, rendera R$ 1,1025. A

equacao geral para juros compostos, composta uma vez por ano, é:
M= C(L+i)"

Onde M ¢ o total da divida ou investimento acumulado, C € o principal, i € a
taxa de juros, e n é o tempo decorrido nos ultimos anos. Sob o interesse composto,
dividas e investimentos crescem por uma progressdo geométrica. Os juros podem
ser compostos varias vezes dentro de um determinado ano ou periodo de taxa de
juros. Por exemplo, se vocé colocar um délar em uma conta bancaria que retorne

5% de juros composto por ano, bianualmente, sua conta crescera 2,5% duas vezes
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em um determinado ano. Para intervalos de composicdo multiplos dentro de cada
periodo de taxa, a formula para juros compostos torna-se:

.\ Nt
J:C-(1+lJ
n

Onde n € o numero de vezes que o interesse é agravado em um determinado

ano et é, portanto, o numero total de vezes que é agravado.

J:C-(l+lj
n

Acontece que compondo semanal rende mais dinheiro do que compondo
mensal e em valores elevados de n, torna-se cada vez mais perto o que

reconhecemos como o numero e (ver tabela abaixo).

Tabela de juros compostos

n (1+1/n)"
1 (anualmente) 2

2 (duas vezes por ano) 2,25
4 (trimestralmente) 2,4414...
12 (por més) 2,6130...
52 (semanalmente) 2,6925...
365 (diariamente) 2,7145...
8760 (de hora em hora) 2,7181...
525600 (de minuto a minuto) 2,7182...
31536000 (a cada segundo) 2,7182...

Fonte: Boyer, C. A Historia da Matematica, p. 35

Como vocé pode ver a composicdo com mais frequéncia ndo rende mais
dinheiro até um ponto, mas rapidamente atinge um limite superior onde o
crescimento com mais frequéncia ndo gerando um crescimento mais rapido. Os
matematicos (liderados por Jacob Bernoulli, em 1683) mais tarde viriam a definir e
como o limite. Com n indo para o infinito, o crescimento ocorre de forma continua, a

cada instante possivel, ndo importa quao pequeno o intervalo de tempo.
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Desse modo, os juros simples reflete uma progressdo aritmética de
crescimento, juro composto reflete uma progressdo geométrica de crescimento
discreto, e os juros infinitamente composicao reflete uma progressao de crescimento
continuo (crescimento exponencial). O numero J é considerado como a base que
representa o crescimento de processos ou quantidades que crescem continuamente
na proporcéo da sua quantidade atual. E por isso que o e aparece tantas vezes na
modelagem do crescimento exponencial ou decadéncia de tudo, desde bactérias a

radioatividade.
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