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APRESENTACAO

Este produto educacional esta vinculado a uma sequéncia didatica para o ensino de
progressdo geomeétrica que surgiu como desdobramento da dissertacdo de mestrado associada
ao Programa de P0Os-Graduacdo em Ensino de Matematica (PPGEM) da Universidade do
estado do Para (UEPA). Este produto é destinado a professores e alunos do Ensino Médio para
0 ensino e aprendizagem de progressao geométrica no &mbito escolar. Trata-se de um recurso
didatico validado experimentalmente, por um grupo de professores que atuam na Educacéao
Basica, que apresentou potencialidades associadas ao seu objetivo que é o de ensinar o
conteudo em destaque para alunos do 1° ano do Ensino Médio por meio da interatividade
dial6gica promovida pelo espirito investigativo, de comunicacdo e argumentacdo em lingua
materna e da linguagem matematica de forma interligada.

A elaboracdo deste constructo foi baseada em um campo de pesquisa da area da
Educacdo Matematica, denominado Didatica da Matematica. Com o qual, elencamos como
aporte tedrico para subsidiar as correlacbes entre o professor, o aluno e o saber a Teoria das
SituacBes Didatica (TSD) de Brousseau (1996). Bem como, nos embasamos nas percepc¢des de
Zabala (1998) acerca da defini¢do de sequéncia didatica. Para sua elaboracdo fizemos uso das
Unidades Articuladas de Reconstrucdo Conceitual (UARC) de Cabral (2017). Assim como,
buscamos elencar as atividades através de um processo investigativo, no qual elencamos a
Investigacdo Matematica (IM) com base nos estudos de Ponte et al. (1998), para verificar 0s
padrdes geométricos, em que tomamos como recurso de aprendizagem o uso de calculadoras,
descrito por Fedalto (2006), para verificar as regularidades numéricas que representam 0s
padrBes geométricos existentes em progressao geomeétrica.

Tinhamos como pretensado, utilizar as perspectivas da Analise Microgenética de Goes
(2000) e Analise do Discurso de Montiman e Scott (2002). Entretanto, devido as circunstancias
ocasionadas pela pandemia da COVID-19 houve a necessidade de um redirecionamento do
processo de aplicacdo e validacdo da sequéncia didatica coma alunos para um grupo de
professores por meio da avaliacdo de um questionario. Preliminarmente a estruturacdo da
sequéncia didatica, buscamos realizar uma revisao de estudos afim de compreender os tipos e
niveis de abordagens do objeto matematico por outros pesquisadores.

Além disso, buscamos entender as perspectivas de alunos egressos, bem como, de
professores a respeito do contetido. Assim como, de que forma os livros didaticos o abordam,
se 0s niveis de exercicios correspondem as defini¢cdes propostas, além da analise conceitual e

do rigor matematico esta de acordo com o nivel de ensino. Paralelamente elaboramos, um



tratamento matematico afim de subsidiar a elaboracéo do constructo, bem como, apresentar aos
professores correlacbes do objeto matematico como outros conteudos em diversos niveis
(Ensino Fundamental, Médio e Superior). De posse de todo esse levantamento e compreensdes
realizadas acerca do objeto, elaboramos a sequéncia didatica, ramificada em 5 atividades
denominadas de UARC-1, UARC-2, UARC-3, UARC-4 e UARC-5. Desta forma, sugerimos
aos professores que antes da sua utilizacdo seja realizado com a turma um teste de
conhecimentos basicos necessarios para a construcao do contetido da sequéncia didatica, como:
Potenciacdo (definicdo e propriedades); Funcdo exponencial (Equagdo exponencial e anélise
grafica); Sequéncias Numéricas (Lei de formacdo), e Numeros figurados (Representacao
numérica de padrbes geométricos).

Caso o professor note que os alunos apresentam dominio, pode prosseguir com a sua
utilizacdo. Entretanto, em caso de dificuldades dos alunos, indicamos que seja feita uma oficina
de conhecimentos basicos destes conteudos para preparar cognitivamente os estudantes para 0s
novos conhecimentos desenvolvidos na execucdo das atividades. Portanto, apresentamos a
seguir o material necessario para utilizacdo deste produto educacional. Sua fundamentacdo
tedrica, bem como, a sequéncia didatica elaborada na versdo dos alunos, assim como, as
orientacdes para professores de utilizacdo e adaptacBes a serem realizadas dependendo da
necessidade do aluno, orienta¢fes para o aluno, dos conhecimentos que devem buscar para a
realizacdo das atividades, no qual antecedem o conhecimento do objeto matematico e o
tratamento matematico acerca do objeto da sequéncia didatica.

Marcos Roberto Berredo da Silva

Miguel Chaquiam



1-APOSTES TEORICOS E METODOLOGICO

Neste capitulo iremos fazer um estudo tedrico sobre os aportes tedricos que utilizamos
como base metodoldgica desta pesquisa, no qual descrevemos algumas teorias importantes para
0 método de pesquisa, primeiramente falaremos da Teoria das SituacGes Didaticas (TSD)
descrita pelo pesquisador Brousseau (1996), e por fim apresentaremos uma proposta
pedagogica para 0 ensino por investigacdo conhecida como Sequéncia Didética definida por
Zabala (1998), e dentro da proposta da Sequéncia Didatica (SD), destacamos uma abordagem
sobre uma proposta metodoldgica para a estrutura e elaboracao de uma Sequéncia Didatica que
teve como principal idealizador Cabral (2017) e que ele nomeia como Unidade Articulavel de

Reconstrugéo Conceitual (UARC).

1.1 - TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

A Teoria Das Situacbes Didaticas (TSD) surgiu na conhecida “Escola Francesa da
Educagao Matematica” que segundo Reis (2012, p. 41), “nascida dentro do movimento da
matematica moderna no final da década de 60, através de um grupo de pesquisadores, entre
eles Brousseau® com a Teoria Das Situa¢des Didaticas”.

O objetivo deste grupo de pesquisadores era estudar a aprendizagem e o ensino do
conhecimento matematico e dai surgiram outras teorias, tais como: Antropologia da
Matematica, Dialética ferramenta-objeto, Registros de representacfes semioticas e a Teoria dos
campos conceituais.

Em 1970, licenciado em matemaética e com o cargo de assistente de matematica na
Universidade de Bordeaux, Brousseau apresenta numa conferéncia do Congresso da
Associacdo dos Professores de Mateméatica do Ensino Publico, os primeiros
elementos da teoria das situagdes, os quais, ao longo de 20 anos, seriam
aperfeicoados dando origem a Teoria das SituagBes Didaticas, trazendo grandes

contribui¢bes para o desenvolvimento da Didatica da Matematica enquanto campo

cientifico, “cujo objeto é a comunicagdo dos conhecimentos matematicos e suas
transformagdes”. (BROUSSEAU, 2008, apud MOCAMBITE, 2016, p. 42).

Para que haja a comunicagdo dos conhecimentos matematicos, devera haver também

uma relagéo entre o professor, o aluno e um determinado conhecimento a ser ensinado, e para

! Guy Brousseau (1933) é um educador matematico francés. Em 2003 recebeu a medalha Felix Klein pelo
desenvolvimento da Teoria das situagdes didaticas. E um dos pioneiros da didatica da matematica, ele desenvolveu
uma teoria para compreender as relaces que se operam na sala de aula. Os educadores e 0s educandos sdo atores
da relacéo ensino-aprendizagem. <https://pt.wikipedia.org/wiki/Guy_Brousseau>. Acesso em: 01/05/2020.



que essa relacdo exista cada um destes elementos possui um papel importante, para que a
comunicacdo seja concretizada, ou seja, o professor prepara suas aulas e organiza o contetdo,
baseado na forma em que convém a ele a melhor forma de ensinar. E o aluno se prepara para
receber as informag@es que o professor transmite e adquirir o conhecimento que € importante
para ele no momento. Segundo Brousseau (2008), apud Mogambite (2016, p. 42), “dessa
forma, interpreta-se a relacao didatica como uma comunica¢ao de informagdes”.

Neste contexto, o conteddo matematico serve como um processo de ligacdo para a
comunicacgdo entre a transmissdo do professor do conhecimento matematico e a compreensao
do aluno deste conhecimento. Neste processo de ligacdo, entra em questdo a didatica em que o
professor utiliza para transmitir o conhecimento matematico ao aluno, e Brousseau buscou
conhecer esse processo didatico, tanto através das dificuldades do processo de ensino e
aprendizagem da matematica, quanto nas técnicas para facilitar o ensino. E de prética o
professor apresentar os conteudos matematicos como modelos axiomaticos, pelo fato de ser
uma forma que facilita a organizacao e a apresentacao de tal conteddo. Porém, para Brousseau
(1996), apud Ferreira (2016, p. 57), afirma que, “saber matematica, ndo ¢ apenas aprender
definicGes e teoremas, para reconhecer 0 momento de utiliza-las, considerando assim uma
omissdo de onde o conhecimento se estabeleceu, tais como conjecturas, erros e discussdes
histéricas do mesmo”.

Partindo dessa ideia, 0 ensino de matematica para que seja eficaz, o processo precisa ir
além das apresentacGes axiomaticas e expositivas do contetido matematico, no qual a inovacéo,
busca por ensinar algo que seja significativo para o aluno pode trazer grandes beneficios para
0 mesmo e concretizar a aprendizagem.

Segundo Oliveira (2015, p. 35), na TSD, “a aprendizagem matematica acontece, de fato,
sempre que o conhecimento que foi ensinado para o estudante tem sentido e significado, e
aquele conhecimento aprendido pode ser aplicado em outros contextos”.

Por esse motivo que Brousseau (1996) idealizou a TSD, no qual para sanar as
dificuldades da aprendizagem matematica, faz-se necessario fazer o uso da aprendizagem
significativa. Para isso, 0 professor passa de expositor do conhecimento para mediador do
conhecimento e o aluno projeta o proprio conhecimento sendo-o um aluno ativo, ou seja, 0
professor ird propor uma série de problemas que fazem com que o aluno pense sobre tais

problemas tomando como base conhecimentos prévios.



Em uma situagdo de ensino, existem algumas regras (contrato didatico), acordado
entre o professor e o aluno que funcionam como se fosse clausulas de um contrato. O
aluno desenvolve atividades onde realiza acGes de formular, testar e construir
modelos de linguagem, conceitos e teorias e estabelecer intercdmbios com outros,
reconhecendo a oportunidade de aplica-los. O professor incorpora o trabalho de
investigador, onde o0 mesmo produz método (re) personalizado do conhecimento, pois
este passara a ser conhecimento do aluno devendo ser gerado uma adaptacdo a uma
situacdo especifica. (REIS, 2012, p. 42-43).

Desta forma o professor comeca a adaptar métodos de ensino e através do contrato
didatico com o aluno, faz este aluno elaborar métodos intuitivos que o possibilita encontrar a
melhor forma de solucionar determinado problema, no qual o mesmo utiliza modelos,
conceitos e teorias que o professor formalizou ou podera formalizar de conhecimentos
anteriores para solucionar tal problema gque serd novo para ele. Para Teixeira e Passos (2013)
apud Silva Junior (2016, p. 55) a TSD “integra dimensdes epistemoldgicas, cognitivas e sociais
no campo da Educacdo Matemadtica, 0 que permite a interacdo entre a escola, o professor e o
aluno e gera o aprendizado”.

Essas relacOes entre o sistema educacional, o professor e o aluno ficaram conhecidas
como SituagBes Didaticas, idealizada por Brousseau (1996), destaca todo o meio que cerca o
aluno, seja ela gerada pelo professor ou pela instituigdo escolar.

Uma Situacdo Didatica € um conjunto de relacfes estabelecidas explicitamente e/ou
implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio,
compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o
professor) com a finalidade de possibilitar a estes alunos um saber construido ou em
vias de constituicéo (...) o trabalho do aluno deveria, pelo menos em parte, reproduzir
caracteristicas do trabalho cientifico propriamente dito, como garantia de uma

construcdo efetiva de conhecimentos pertinentes. (BROUSSEAU, 1986;
CAVALCANTE, 2011, apud SILVA JUNIOR, 2016, p. 55).

Isto significa dizer que as estruturas das situacGes didaticas formam o ambiente escolar,
no qual dependem das diversas relacbes pedagogicas e o desenvolvimento de atividades
motivam o0s estudantes a produzirem conhecimento. Observe a Figura 1 que aborda tais

relacdes didaticas para adquirir o conhecimento matematico.



Figura 1: Relacdes didaticas.

Conhecimento
matematico

Professor {  comunicagic » Aluno

Fonte: Brousseau (1998), Reis; Allevato (2015), apud Silva Junior (2016).

Na Figura 1, o professor dispde de uma relacdo didatica, que através da comunicacéo,
pretende alcancar o aluno e em conjunto com sua epistemologia dispdes o conhecimento
matematico para esse aluno, e através deste se obtém uma relacdo entre o aluno e o
conhecimento matematico, que gera a aprendizagem, e dentro destas relagdes existem diversos
obstaculos que o professor e 0 aluno precisam superar para que haja a aprendizagem do
conhecimento.

Segundo Reis e Allevato (2015) apud Junior (2015, p. 56), “o conjunto dos trés
elementos, conhecimento, professor e aluno, constituem uma relagdo dinamica conhecida como
Relagdes Didaticas™.

Além da relacdo dindmica que ocorre entre o conhecimento, professor e aluno (Relacdes
didaticas) que se preocupam em superar obstaculos para que haja aprendizagem, também
ocorrem interagdes simultaneas entre o sistema educacional, o aluno e o conhecimento, onde
ndo se preocupam com o processo didatico que o professor utiliza, apenas esperam a
comunicagéo professor — aluno, ou seja, ocorre uma interagao entre o aluno e o professor, sem
se preocupar com a epistemologia do professor, no qual o mediador é o sistema educacional,
no qual esse processo € conhecido como Situagdes de Ensino.

Suleiman (2015, p. 203) afirma que, “na situa¢do de ensino em que hd somente
interacdo professor-aluno ocorre reducdo da acdo do professor e na situagdo didatica o
professor cria outro meio em que o aluno pode atuar de forma autébnoma”.

Na situacdo de ensino, quando o professor comeca a fazer alteragdes no processo

interativo, ou seja, se preocupa no meio que ird utilizar como didatica para apresentar o
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conhecimento ao aluno, esse professor cria uma situacao didatica, e este meio que ele utiliza é
conhecido como meio didatico.

Ainda em Suleiman (2015, p. 203), “o meio didatico pode ocorrer de duas maneiras:
meio material (quando o professor prepara a sua aula, organiza um meio) e meio objetivo (é o
aluno que atua num meio efetivo, de acéo)”.

Assim, o meio didatico é formalizado através do contrato didatico, e que por diversas
formas de ser visualizada, permite a existéncia das situacoes didaticas.

Segundo Oliveira (2015, p. 34), a TSD “tem como objetivo caracterizar uma situagao
em um processo de aprendizagem que ocorre em sala de aula envolvendo o aluno, o professor
¢ o conhecimento”.

A TSD procura estudar o processo investigativo cientifico que o aluno possui para obter
determinado conhecimento, assim modelando o ambiente escolar e tornando a aprendizagem
significativa.

Brousseau (2008) apud Mogambite (2016, p. 42) afirmam que a TSD “traz grandes
contribui¢bes para a Didatica da Matematica enquanto campo cientifico, cujo objeto é a
comunicacao dos conhecimentos matematicos e suas transformacoes”.

Os conhecimentos matematicos transformam-se conforme a sociedade também passa
por transformacoes, ou seja, a sociedade se transforma, a cada geracédo, a cada ano, ou a cada
dia, portanto ao ensinar matematica, em sala de aula ha diversos alunos com culturas diferentes,
conhecimentos diferentes e dificuldades diferentes, assim é de suma importancia que o ensino
de matemaética também passe por transformac@es, para que o professor tenha a possibilidade
de transmitir o conhecimento para cada aluno.

Reis (2012, p. 50) define a Situagdo Didatica como “o ambiente de modelagem que
existe através da educacao sempre que podemos caracterizar uma situagcao de ensino”.

Brousseau (1996) subdividiu a Situagdo Didatica em quatro outras situagdes que sao:
Situacdo de Acdo, Situacdo de Formulacdo, Situacdo, Situacdo de Validagédo e Situacdo de
institucionalizacao.

Situacéo de Acéo - caracterizadas pelo aspecto experimental do conhecimento, pelas
tentativas e, frequentemente, pela auséncia de argumentacéo. Quando o aluno tem em
mente uma estratégia para resolver uma situagdo, mas ndo é capaz de verbaliza-la, a

situacdo vivenciada é de acdo. Na situacdo de acdo prevalece a intui¢do, o raciocinio
implicito. (MOCAMBITE, 2016, p. 44).

Na situacdo de agdo, o aluno verifica que determinado problema é familiar para ele, ele
sabe resolver o problema, mas néo consegue explicar os procedimentos utilizados para resolver

0 problema. Como exemplo podemos citar um jogador de futebol que ao chutar uma bola e
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fazer o gol, ele treinou para aplicar aquele procedimento, porém ndo sabe explicar os
conhecimentos cientificos que ocorrem na acao de chutar a bola para que seja possivel a bola
ir certa no gol.

Mogambite (2016, p. 44) afirma que, “na situacdo de formulacdo, o aluno j& faz
afirmacdes sobre a sua resolucdo, mas sem questionar ou justificar a sua validade”.

Na situacdo de formulacéo, o aluno sabe os procedimentos que deve usar para resolver
determinado problema, porém o mesmo ndo consegue perceber se a resolucdo de fato estd
correta, ou justificar o porqué de utilizar tal procedimento.

Situacéo de validagdo — j& aparecem mecanismos de prova, a necessidade de validar
aquilo que se afirma, mas sem o rigor matematico. Nessa etapa, procura - se

convencer o outro sobre a validade de uma regra ou estratégia e os proprios critérios
de validacéo, por vezes, sdo questionados. (MOCAMBITE, 2016, p. 44).

O que ocorre na situacdo de validacdo é que, o aluno consegue explicar 0s
procedimentos que deve utilizar usando a argumentacdo para o convencimento, porém nao
consegue aplicar a argumentacdo com rigor matematico.

Situacdo de institucionalizacdo — nesta etapa o conhecimento se torna objetivo e
universal. Enquanto as trés primeiras etapas podem caracterizar situacdes adidaticas,

esta quarta etapa é de natureza didéatica, pois cabe ao professor reforcar e generalizar
o conhecimento adquirido. (MOCAMBITE, 2016, p. 44).

Na situacdo de institucionalizacdo ja ocorre a explicacdo do procedimento utilizado,
com o rigor matematico, ou seja, esse aluno tem clareza do conteudo ensinado.

Assim como a situacdo didatica, no qual a teoria é estudada para melhorar e sanar
algumas dificuldades no ensino de matematica, Brousseau (1996) também definiu outras duas
situacOes para complementar na melhoria do ensino de matemaética, tais situacbes sdo: a
Situacdo Adidatica e a Situagdo Fundamental.

Segundo Suleiman (2015, p. 202), “na Situacdo Adidatica, o professor deve proceder
de forma a ndo dar a resposta ao aluno, que aprende adaptando-se a um meio, no qual o
professor provoque as adaptacdes desejadas”.

Nessa situacdo, o professor € o mediador do conhecimento, ele ndo mostra para o aluno
0 que € preciso fazer para realizar a acdo, ele apenas vai adaptando os conhecimentos que o
aluno ja adquiriu através de questionamentos, para que o aluno chegue ao resultado que o
professor espera, ou seja, 0 aluno constroi seu proprio conhecimento e o professor apenas vai
modelando o caminho para que o aluno chegue ao aprendizado.

Suleiman (2015, p. 202) ainda afirma que, “Situac¢des fundamentais permitem ao aluno

armazenar fundamentos para cada novo conhecimento matematico”.
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Para que um novo conhecimento matematico seja adquirido, faz-se necessario que o
aluno ja possua conhecimentos prévios para que ele seja capaz de obter um aprendizado eficaz.

Desta forma, todas estas situagdes, adidaticas, fundamentais e as didaticas, e as
composicdes das situacBes didaticas, formam as situacdes de ensino, ou seja, todas elas sao
mencionadas para entender a interacdo do sujeito (aluno) com um meio que o leva para a
aprendizagem de um novo conhecimento. Segundo Suleiman (2015, p. 201), “a teoria das
situacdes de ensino, de Brousseau, esta ancorada na busca das condi¢cBes necessarias a
efetivagdo da aprendizagem”. Assim, outros estudos realizados tomam como base a teoria de
Brousseau, no qual buscam idealizar o ensino por investigacdo e por atividade, no qual a

proposta para esta pesquisa sao as Sequéncias Didaticas.

1.2 - SEQUENCIA DIDATICA

O ensino por investigacdo esta sendo utilizado com bastante frequéncia em pesquisas e
como proposta metodoldgica no ensino ndo tdo somente na area da matematica, mas em outras
disciplinas. O ensino por investigacdo caracteriza-se pela proposta de um problema que,
segundo Carvalho (2013) apud Avelino (2017, p.17), “a resolucdo exige o didlogo, permita a
liberdade intelectual dos estudantes e desenvolve interacGes e préaticas discursivas importantes,
tais como: descri¢des, argumentagdes, generalizacdes, entre outras”.

Quando falamos em ensino por investigacao, o termo mais utilizado para a pratica e
aplicacdo desta proposta metodoldgica eu teve como pioneiro Zabala? que nomeou de
Sequéncias Didaticas (SD’s), que permite que haja a interacdo entre o conhecimento empirico
do aluno e o conhecimento cientifico, e seu principal modelo se da por meio de generalizagdes,
principalmente no ensino de ciéncias (Quimica fisica e Biologia) e no ensino de Matematica.

A expressao sequéncia didatica apareceu no bojo de uma reforma educacional que
ocorreu na Franca na segunda metade do ano de 1980 e designava um conjunto de
atividades ou oficinas de aprendizagem aplicadas ao ensino de qualquer tipo de
conteido. Anos mais tarde um grupo da Universidade de Genebra que trabalhava na
area de linguistica, psicologia e filosofia, sistematizou uma proposta teorico-
metodologica para o ensino de determinados géneros textuais, dai o fato da expressdo

sequéncia didatica ser mais conhecida no campo da linguistica, podendo, porém ser
aplicada a qualquer outro campo de estudo. (PEREIRA, 2017, p. 19).

2 Antoni Zabala (s/d), Cataldo, formado em Filosofia e Ciéncias da Educac&o pela Universidade de Barcelona, na
Espanha, Antoni Zabala preside atualmente o Instituto de Recursos e Investigacdo para a Formacao e é diretor do
Campus Virtual de Educacdo da Universidade de Barcelona. Responsavel pela maior transformacdo do sistema
de ensino espanhol, pés-ditadura de Franco, o educador tornou-se uma referéncia internacional na educagéo. <
http://educpedcurriculo.blogspot.com/2015/10/biografia-de-antoni-zabala.html>. Acesso em: 01/05/2020.
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As SD’s permitem ensinar um determinado conteddo através de um conjunto de
atividades que sdo interligadas entre si explorando o intelecto do aluno fazendo que 0os mesmos
relacionem os conhecimentos adquiridos anteriormente, sejam elas empiricas ou ndo, com o
novo conhecimento a ser aprendido. Esta proposta metodoldgica permite que o
professor/pesquisador apresenta uma forma inovadora de ensinar, desviando da pratica de
ensino tradicional, isso ndo significa dizer que o ensino tradicional ndo seja eficaz, fazendo uso
da aula expositiva (defini¢des, exercicios de fixacdo, exercicios propostos e prova) e fazendo
uso do livro didatico, porém o ensino tradicional vem sendo questionado nas Gltimas décadas
pelo fato das producgdes e resultados que os alunos apresentam nédo serem satisfatorios.

A utilizagdo da expressdo “Sequéncia Didatica” no contexto do planejamento de
estratégias organizadoras para o desenvolvimento dos objetivos educacionais no
contexto escolar da Educagao Bésica, vem ganhando notoriedade, nas diferentes areas

do conhecimento, no atual cenario educacional brasileiro. (GONCALVES, 2019, p.
27).

Tanto no Brasil como em outros paises, a pratica metodoldgica da SD vem ganhando
cada vez mais espaco dentro das escolas de Educacdo Basica, e cada vez mais vem sendo
introduzido na préatica docente de diversos professores/pesquisadores.

As sequéncias didaticas estdo ganhando cada vez mais espagos com a nova geragao
de materiais didaticos elaborados pelas editoras mais novas no Brasil, diferentemente

das editoras tradicionais que, muitas vezes, apenas reformulam seu material editorial.
(MOTA, 2019 p. 24).

Assim, espera-se que em breve as diversas editoras venham complementar seus
materiais didaticos com essa proposta de ensino, permitindo que o professor venha ter outras
opcOes de poder trabalhar novas propostas em sala de aula, mas para isso € necessario que haja
cada vez mais pesquisas nessa area, principalmente entendendo a construcdo de sequéncias
didaticas, para mostrar a eficcia e a validagdo dessa proposta, .

Através da sequéncia didatica o professor/pesquisador vai a campo aplicar suas
atividades e precisa analisar os tipos de atividades que sera aplicada, onde cada atividade
realizada pelo aluno possui uma grande importancia no desenvolvimento do conhecimento,
assim quando é elaborado determinadas atividades que seguem uma sequéncia significativa,
ou seja, sdo produzidas atividades com um determinado objetivo a ser alcangado, segundo
Zabala (1998, p. 18) “¢ preciso ampliar esta unidade elementar e identificar, também, como
nova unidade de analise, as sequéncias de atividades ou sequéncias didaticas”.

As sequéncias de atividades ou sequéncias didaticas permitem analisar a pratica da

pesquisa, além de verificar o planejamento, a aplicacdo e a avaliacdo. Para Zabala (1998, p.
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18), define SD como “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas ¢ articuladas para a
realizacdo de certos objetivos educacionais, que tém inicio e fim conhecidos pelos professores
e pelos alunos”.

A configuracdo da SD determina as caracteristicas da pratica educativa, mas para isso,
deve ser elaborada de forma que sua aplicabilidade seja construtiva e gradual, buscando uma
sequéncia ordenada de atividades. Quando comparamos as variaveis da proposta metodologica
da SD com outras propostas metodoldgicas educacionais, verificamos que é simples de
reconhecer a diferenca da SD de outras propostas.

Os tipos de atividades de uma SD, mas sobretudo sua maneira de se articular, sdo um
dos tracos diferenciais que determinam a especificidade de muitas propostas
didaticas. Mas o primeiro elemento que identifica um método é o tipo de ordem em
que se propdem as atividades. Deste modo, pode se realizar uma primeira

classificacdo entre métodos expositivos ou manipulativos, por recepcdo ou por
descoberta, indutivos ou dedutivos, etc. (ZABALA, 1998, p. 53).

A SD possui elementos Unicos em suas configuracdes, no qual a caracteriza por possuir
uma sequéncia ordenada de atividades articuladas, formando unidades tematicas.
"Uma sequéncia didatica é formada por um certo nimero de aulas planejadas e
analisadas previamente com a finalidade de observar situa¢fes de aprendizagem,
envolvendo os conceitos previstos na pesquisa didatica. Essas aulas sdo também
denominadas de sessdes, tendo em vista seu carater especifico para a pesquisa. Em

outros termos, ndo séo aulas comuns no sentido da rotina de sala de aula." (PAIS,
2011, apud MOTA, 2019, p. 21).

A SD ¢é elaborada de acordo com que o professor/pesquisador objetiva na sua
investigacdo, e a mesma é planejada com base em hipéteses, e as sessdes da SD sdo conectadas
entre si, fazendo com que o aluno percorra um caminho que o levam para a aprendizagem do
conhecimento matematico que o professor/pesquisador propés. Segundo Batista et al. (2013),
apud Oliveira (2018, p. 38), o uso da SD “permite que o professor dé sentido aos contetidos,
sendo possivel alcancar um ensino investigativo, com a problematizagdo, a organizacao dos
conteudos e aplicagao do conhecimento”.

Ao elaborar uma SD o professor/pesquisador pode ou nédo se dedicar em atividades
apenas na perspectiva de algoritmos, mas pode também buscar outras formas de repassar o
conhecimento através da SD, tais como, através da pratica da leitura, atividades de pesquisas
individuais ou coletivas, atividades orais ou escritas, entre outros. Vieira e Ohira (2013), apud
Oliveira (2018, p. 39) afirmam que “é necessario um planejamento, aten¢ao durante a aplicagado
e uma avaliacdo durante e apos a aplicacdo da sequéncia. Isso significa dizer que uma SD

ocorre em trés etapas, que sdo: planejamento, aplicagéo e avalia¢do”.
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I. Planejamento: ao planejar uma sequéncia didatica, o professor deve
primeiramente selecionar o conteldo ou tema a ser ensinado, considerando os
significados que ele tem para o aluno, quais conhecimentos prévios ele podera
ter e como introduzi-los de forma a motiva-lo. Em relacdo as atividades da
sequéncia, € importante considerar o tempo disponivel e usar recursos didaticos
e estratégias metodoldgicas que facilitem o aprendizado e a fixacdo dos
conteudos;
I. Aplicacdo: Durante a aplicacdo da sequéncia didatica, o professor devera
observar e intervir (se necessario) quando estes ndo sdo suficientes para a
compreensdo dos alunos, ou se ficou alguma lacuna na ligacdo entre elas,
fazendo entdo o acréscimo de uma ou mais atividades;
I11. Avaliagéo: no decorrer da aplicacdo da sequéncia didatica, o professor fara
a avaliacdo do aluno em cada uma das atividades realizadas [...], e com esses
recursos ele fard a andlise da sequéncia, verificando se os contetidos usados, as
metodologias e instrumentos aplicados nas atividades foram suficientes para a
aprendizagem do aluno.

(VIEIRA; OCHIRA, 2013, apud OLIVEIRA, 2018, p. 39).

Assim, cada uma dessas etapas contribui para a organizagdo do ambiente de aplicacéo,

dos contetidos propostos, do publico, das atividades e das avalia¢fes, além de direcionar o

professor/pesquisador em ndo cometer interferéncias que impliquem no desenvolvimento do

ensino e na concretizacdo da aprendizagem.

Quadro 1: Visdo geral sobre Sequéncia Didatica - Zabala.

Para ensinar qual Como é definida? Prevé etapas?
disciplina?
Leva em conta a existéncia
de variaveis que interferem
em todas as aulas, tais
como:
- Relagdes interativas;
- Organizacdo social da
Qualquer disciplina, de | Um conjunto de atividades | classe;
acordo com a natureza do | ordenadas, estruturadas e | - Utilizacao dos espacos e
conteudo da aula: factual; | articuladas para a|dotempo;
conceitual; procedimental | realizagio de objetivos | - Organizagdo  dos
e atitudinal. educacionais. conteldos;

- Materiais curriculares e
outros recursos;

- Avaliacéo.

De acordo com a natureza
dos contetdos da aula, ha
maior énfase na exposicao
ou na pratica.

Fonte: Barbosa (2017).

A Quadro 1 na perspectiva de Zabala, como a SD deve ser entendida como proposta

metodoldgica e a abrangéncia da mesma na pratica educacional. Segundo Zabala (1998), apud

Pereira (2017, p. 20), a SD “pode ser vista como um modo de orientar as atividades, ¢ ndo
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como um tipo de tarefa e sim como um critério que permite ao professor identificar e
caracterizar de forma preliminar o modo de ensinar”.

Para que uma SD tenha sucesso em sua aplicacdo, € de suma importancia o seu
planejamento, considerando fases iniciais, os critérios de cada etapas das atividades, o tempo
de aplicacdo, organizacdo e a avaliacdo do aprendizado da turma, € importante também
considerarmos intervencdes planejadas em cada etapa da aplicagdo da SD. Assim, para a
aplicacdo de uma SD faz-se necessario pensarmos em algumas fases primordiais, tais fases,
sdo concebidas no estudo de Cabral (2017).

Em termos de modelo estrutural de acordo com a concepcao da Escola de Genebra
para (DOLZ; NOVERRAZ E SCHNEUWLY, 2004, P.98) esse procedimento
metodolégico de SD é concebido por quatro fases distintas, quais sejam:

apresentacéo da situacao de ensino, a produc¢do inicial, os médulos e a producao
final. (CABRAL, 2017, p.33).

Portanto, na concepc¢éo de Cabral (2017), podemos descrever e detalhar cada uma das
4 fases propostas pelo mesmo, vejamos:

A primeira fase € a fase da Apresentacdo do Projeto, que para Mota ( 2019, p. 24), “é
0 momento em que o professor apresenta aos alunos as atividades e os estudos que irdo
realizar”.

Nesta primeira fase, o professor/pesquisador ird fazer uma breve explicacdo para 0s
alunos do que consistem nas atividades, sobre que conteltdo matematico ira estudar, os
objetivos de cada atividade, a importancia de cada atividade ser realizada com atencdo, entre
outros.

Na segunda fase, a fase da Producao Inicial, os alunos, j& informados sobre o projeto,
irdo expor o que sabem e pensam sobre o assunto, por meio de producédo de texto,
conversas, etc. A producao inicial trata-se de uma avaliacéo prévia e é através dela

que o professor conhece as dificuldades dos alunos e obtém meios de estabelecer
quais atividades deverdo ser empregadas na sequéncia didatica. (MOTA, 2019, p. 24).

Na fase da producéo inicial, o professor/pesquisador ira fazer uma avaliacdo diagndstica
sobre o que os alunos ja adquiriram de conhecimentos necessarios em contedos anteriores e
necessarios ja vistos em outras etapas das da vida escolar do mesmo, essa avaliacdo nao
necessariamente serd uma prova escrita, ndo descartando essa possibilidade, mas também pode
ser por meio de outros instrumentos educacionais. Caso algum aluno ndo tenha o conhecimento
necessario para adquirir 0 novo conhecimento proposto pelo professor/pesquisador, o
professor/pesquisador terd que adequar esse aluno, dando as ferramentas necessarias para tal

aluno poder realizar as atividades.
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Ja na terceira fase, a fase dos Modulos, as atividades (exercicios e pesquisas)
planejadas metodicamente, com a finalidade de desenvolver as capacidades do aluno.
Os médulos devem ser direcionados as dificuldades encontradas na producdo inicial
dos alunos e visando a superacdo dessas dificuldades, devem propor atividades
diversificadas e adaptadas as particularidades da turma. (MOTA, 2019, p. 24).

Jé& na fase do desenvolvimento dos modulos, o objetivo é a aplicabilidade da SD, onde
haverd realizacdo de oficinas, no qual em cada etapa sera aplicada uma atividade de nivel de
dificuldade crescente, e a0 mesmo tempo, colocando os alunos em situacéo que venham suprir
as dificuldades encontradas nas etapas anteriores, e tais atividades podem ser realizadas
conforme o professor/pesquisador achar necessario para registrar de forma mais préatica e
efetiva 0 que ocorre nas acdes dos alunos, e conforme os objetivos pretendidos em cada
atividade.

Por fim, na quarta fase, a fase da Producédo Final, segundo Mota (2019, p. 24), “¢
necessario que ocorra uma avaliacdo do que os alunos conseguiram aprender no decorrer da
sequéncia didatica. Comparagao entre producao inicial e produgdo final”.

Nesta Gltima fase, o professor ird comparar o aprendizado do aluno com o seu
desenvolvimento em cada uma das atividades iniciais, esta comparacdo sera realizada através
de uma avaliacdo em que os alunos colocardo em pratica tudo que aprendeu nas atividades da
terceira fase.

Zabala (1998) coloca que a partir do planejamento do professor, na elaboracdo de uma
SD, um conjunto de relages interativas que favorecem o processo de ensino — aprendizagem,
essas relacdes interativas podem ser descritas como:

I. Flexibilidade na acdo docente de modo a permitir adaptacdes as necessidades
apresentadas pelos alunos durante o desenvolvimento da sequéncia;

1. Levar em consideragdo o conhecimento e as considerac6es dos alunos do decorrer
da sequéncia;

I11. Oferecer ajuda de modo adequado aos alunos no sentido de fazer com que eles
conhecam o que tém que fazer, sintam-se seguros e confiantes com seus progressos e
estimulados a enfrentar os obstaculos nos quais se depara, de maneira autbnoma para
alcancar as metas estabelecidas;

IV.Suscitar meios para a comunicacdo que possam regular a negociacdo e a
participagdo de modo a criar um ambiente de respeito mituo e o sentimento de
confianga;

V. Avaliar os alunos de acordo com suas evolugdes individuais, levando em conta
seus esforcos, o ponto pessoal de partida, incentivando a autoavaliacdo para a

regulacdo da propria atividade.
(PEREIRA, 2017, p. 21).

Além dessas relacGes interativas, Zabala (1998) ainda aponta trés categorias sobre os
conteudos escolhidos para compor a aplicacdo da SD, que sdo: os Conteldos Conceituais,

Contelidos Procedimentais e os Conteudos Atitudinais.
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I. Os conteldos conceituais sdo aqueles referentes ao desenvolvimento de
capacidades cognitivas para operacdo de simbolos, imagens, ideias e representagdes
que favorecem uma organizacdo da realidade;

Il. Os contelidos procedimentais sdo aqueles que dizem respeito ao conjunto de
acles dirigidas de modo a alcancar uma meta. Compreendem o0s conteldos
procedimentais os atos de ler, escrever, traduzir, calcular, desenhar, observar,
classificar, recortar, etc. Sempre com um objetivo a ser alcangado;

111. Os contelidos atitudinais sdo aqueles que se referem as atitudes e valores formados
diante de uma informagéo recebida, fomentando no aluno uma visdo de intervengéo
de sua realidade nas acgBes realizadas, refletindo sobre sua atividade e seu
desenvolvimento em diferentes contextos.

(PEREIRA, 2017, p. 21).

Percebe-se que Zabala (1998) aponta alguns aspectos que sdo importantes para o
professor/pesquisador entender como deve proceder na escolha do conteddo a ser aplicado,
entender o ambiente e o publico que estara trabalhando e sua relagcdo com esse conjunto de
acoes.

Segundo Oliveira (2018, p. 39), “entendemos que utilizar sequéncias didaticas no
ensino de matematica pode contribuir com a consolidacdo de conhecimentos que estdo em fase
de construcdo, possibilitando que novas aquisigdes sejam possiveis”.

Assim, o objetivo de uma SD é propor o ensino de algum contetdo matematico,
estimulando aprendizagem de tal conteldo a partir da observacdo de regularidades e do
estabelecimento de generaliza¢cbes num ambiente dinamico de interacGes empirico-intuitivas.

Posteriormente, iremos apresentar uma proposta metodoldgica para 0 ensino de
matematica elaborada por Cabral (2017), onde apresenta um modelo estrutural para a
elaboracdo de uma SD para o ensino de matematica, denominada de Unidade Articuladas de

Reconstrucdo Conceitual.

1.3 — UNIDADE ARTICULAVEL DE RECONSTRUCAO CONCEITUAL

A Unidade Articulavel de Reconstrucdo Conceitual (UARC) teve como idealizado
Cabral® (2017), no qual através de suas experiéncias como professor da Educagdo Basica,
percebeu algumas lacunas no processo de ensino — aprendizagem atraveés do ensino tradicional

(definicdo, exemplo e exercicio) e isso 0 motivou como docente do curso de licenciatura em

3 Natanael Fritas Cabral (s/d), Doutor em Educacéo pela PUC- Rio. Tem experiéncia na area de Educac&o, com
énfase em Matematica. Atuou como professor no curso de Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado
do Para (UEPA) e Ensino de Matematica | e Il no Programa de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica
(PMPEM/UEPA) e coordenou o Laboratdrio de Educagdo Matematica (LABEM/UEPA) e foi Lider do Grupo de
Pesquisa em Histdria, Educacdo e Matematica na Amazénia (GHEMAZ), vinculado a Universidade do Estado do
Para. Atualmente esta oficialmente aposentado das atividades académicas.
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matematica a repassar para seus alunos uma forma de trabalhar conteddos matematicos na
Educacédo Basica de forma diferente do qual os mesmos foram ensinados.
O objetivo de Cabral (2017) é criar uma alternativa que simultaneamente afaste os
alunos do modelo “tradicional” de aula (defini¢do - exemplo - exercicio) e 0s
aproxime de uma pratica discursiva dialogica, promotora de interages verbais
reflexiva, que de algum modo, perceber mesmo que por intuicdo, a necessidade e

utilidade de se estabelecer generalizacBes, seria de grande contribuicdo para o
processo de ensino-aprendizagem. (OLIVEIRA, 2018, p. 40).

Assim, Cabral (2017) propGe a elaboracdo e a construcdo de uma SD tendo como
modelo as UARC, no qual a construcdo da SD ocorre de forma gradual, onde tem como
principio a reconstrucdo conceitual de um objeto matematico.

A concepgdo que proponho aqui se fundamenta numa analogia da reconstrucéo
conceitual de um objeto matematico com o procedimento adotado para se determinar
a medida da area de uma superficie a partir de uma unidade previamente definida.

Imaginemos que o conceito objeto de reconstrugdo seja representado, por analogia, a
uma superficie S. (CABRAL, 2017, p. 39).

Cabral (2017) coloca que para que haja a reconstru¢do conceitual de um objeto
matematico, € necessario possuir um ponto inicial, no qual pode ser definida por uma variedade
de conceitos dentro do que se deseja reconstruir. Como exemplo, Cabral (2017), utiliza a
superficie S de uma regido como o ponto de partida e tomando uma segunda superficie “s”
como unidade de medida da superficie S, inicia-se 0 processo de reconstrucdo conceitual, onde
ele denomina como Unidade Articulavel de Reconstru¢do Conceitual de Primeira Geragao
(UARC -1).

No exemplo acima, Cabral (2017, p. 39) afirma que, “é¢ como se estivéssemos
revestindo um piso com placas de area unitaria. Podemos comecar por uma variedade de
posicOes dentro de S. Denomino de UARC-1 essa primeira escolha”.

A partir da UARC-1 o professor/pesquisador devera escolher uma segunda ligada a
UARC-1.

O professor teréd sua segunda escolha condicionada, ndo podendo este escolher uma
unidade qualquer do objeto matematico, devera entdo tomar uma peca unitaria

imediatamente ligada a primeira denominada de Unidade Articulavel de
Reconstrucéo Conceitual de Segunda Geracéo (UARC-2). (PEREIRA, 2017, p. 23).

E a partir da UARC-2, havera outra escolha que define a UARC-3, e assim
sucessivamente se define as UARC superiores, sempre condicionadas a uma ligagdo com as
UARC inferiores. Assim, tomando esses procedimentos, todas as UARC sdo definidas
permitindo que na ultima UARC, que Cabral (2017) definiu como n-ésima UARC, a

reconstrucdo conceitual do objeto matematico seja alcancada.
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Figura 2: Estrutura de uma SD e as UARC que a compdem.

Fonte: Adaptado de Cabral (2017).

A Figura 2 nos mostra que em uma SD contém véarias UARC e que todas estdo
interligadas entre si, desde a UARC-1 até a ultima UARC. Percebe-se que nem todas as UARC
se conectam diretamente, mas isso ocorre indiretamente, pois, por exemplo, a UARC-1 ndo se
conecta diretamente com a UARC-5, mas pelo fato de a UARC-1 se conectar com a UARC-2,
UARC-3 e UARC-4, no qual todas estas citadas se conectam diretamente com a UARC-5,
portanto, de forma indiretaa UARC-1 se conecta com a UARC-5, ja que uma depende da outra
no processo de reconstrucdo conceitual. Porém, poderia ocorrer de forma contraria, onde a
UARC-1 se conecta diretamente com a UARC-5, e se conecta indiretamente com as outras
UARC, mas o € importante garantir que haja essa conexao.

A medida que as demais UARC de ordem superior sio definidas com os mesmos
critérios das anteriores, 0 objeto matematico é reconstruido/revestido. Em tese, 0s
conceitos reconstruidos pelo aluno em cada uma dessas UARC contribuem
potencialmente para sua reconstrucdo do objeto matematico até que, nas interagdes

promovidas numa n-ésima UARC, a reconstrucdo pretendida é atingida por ele.
(PEREIRA, 2017, p. 24).

Para entendermos melhor essa interacdo entre as UARC, Cabral (2017) descreve alguns
significados para o que ele chama de Intervencdes Estruturantes, no qual séo divididas em
Escritas e Orais. As Intervengdes Estruturantes Escritas sdo classificadas em Pré-formais,
Formais e Pos-formais, ja as Intervengdes Estruturantes Orais também podemos chamar de

Intervengdo Oral de Manutencéo Objetiva (I-OMO).
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Figura 3: Intervengdes Estruturantes de uma SD na concepcao de Cabral (2017).
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Fonte: Adaptado de Cabral (2017).

A Figura 3 nos mostra que sdo descritas seis Intervencdes Estruturantes Escritas,
proposta por Cabral (2017), que séo: Intervencdo Inicial (I;), Intervencdo Reflexiva (I,.),
Intervengdo Exploratoria (I.), Intervencdo Formalizante (/) Intervencdo Avaliativa

Restritiva (IA4,.), e por fim, a Intervengdo Avaliativa Aplicativa (IA,).

I. Intervencao Inicial (I;) é a primeira peca de jogo de ideias na esfera do discurso
dial6gico-didatico que serve de aporte para que o professor estimule o aluno a
perceber de maneira empirico-intuitiva as regularidades funcionais de um conceito;
Il. Intervencéo Reflexiva (1) sempre se materializa por meio de um questionamento.
Esse questionamento se refere a um ou mais aspectos relacionados ao conceito objeto
de reconstrucdo. Ainda que, para o aluno, esse questionamento ndo tenha um sentido
mais relacional e, portanto, capaz de suscitar varios desdobramentos, no entanto, as
ideias envolvidas tangenciam fatos importantes que véo facilitar a reconstrucdo final
do objeto em jogo;
I11. Intervencdo Exploratéria (I,) tem com objetivo aprofundar olhar do aluno a
respeito das respostas obtidas a partir da das Intervencdo Reflexiva (1,.).

(CABRAL, 2017, p. 40-41).

A proposta de Cabral (2017) descreve trés intervencdes primarias que compdem as
Intervencdes Escritas Pré-formais, que permite que o professor/pesquisador venha intervir na
aplicacdo de sua SD de forma consciente a adquirir informacdes Uteis para sua pesquisa e ao
mesmo tempo auxiliar o aluno a exigir de si mesmo a seguir um caminho que faca 0 mesmo a
ter sucesso em adquirir conhecimento suficiente para passar por todas as UARC superando
suas dificuldades e alcangando a aprendizagem do objeto matematico.

IV. A partir das generalizages (empirica-intuititva por parte dos alunos) fomentadas
pelas Intervencgdes Estruturantes (Reflexivas e Exploratorias) o professor, que orienta
0 pensamento mediado pela sequéncia didatica, se apropria dessas verdades

“empirico-intuitivas” (sugeridas pelos alunos) e, a partir delas, enuncia o que chamo
de Intervengdo Formalizante (/7). (CABRAL, 2017, p. 42).
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A Intervencdo Estruturante Formal, também pode ser chamada de Intervencéo
Formalizante (I5), cujo objetivo € tomar as informagdes adquiridas pelos alunos, a partir de
regularidades que permitem que os alunos percebam que determinada proposicéo é verdadeira,
assim formalizando essa proposicao a partir do entendimento dos alunos. Finalmente, ap6s a

Intervencao Formalizante (/) o professor pode avaliar o conhecimento adquirido pelos alunos
em sua SD de duas formas, através da Intervencéo Avaliativa Restritiva (I4,.) e da Intervencdo
Avaliativa Aplicativa (I4,).
V. As Intervencdo Avaliativa Restritiva (IA4,) buscam aferir as aprendizagens dos
alunos em dois aspectos fundamentais do saber matemaético, quais sejam: O que é o
objeto matemético em estudo? (o significado, o sentido) e, além disso, como se
justificam e operam os algoritmos decorrentes? (propriedades e operacoes);
VI. As Intervengdo Avaliativa Aplicativa (I4,) cuja finalidade é a Resolucdo de
Problemas de Aplicacdo. Aqui temos o nivel mais elevado de avaliacdo do processo
de apreensdo conceitual. O aluno precisa ser capaz de mobilizar as no¢Ges conceituais
associadas as propriedades operacionais decorrentes (algoritmos) em situagdes que
envolvam resolucdo de problemas aplicados aos diversos contextos reais e/ou

abstratos adequados ao seu nivel de ensino.
(CABRAL, 2017, p. 43).

A Intervencéo Avaliativa Restritiva (/4,.) e Intervencdo Avaliativa Aplicativa (IA4,),
fazem parte das Intervengdes Estruturantes Escritas Pds-formais, nas quais sao intervencdes
que sdo elaboradas com a finalidade de serem utilizadas apds a reconstrucdo conceitual de
determinado objeto matematico a partir das UARC, onde possui 0 objetivo de verificar se o
aluno foi capaz de adquirir a aprendizagem através da SD, e a primeira etapa para se avaliar a
aprendizagem matematica é através do reconhecimento do objeto matematico e seus elementos
e a manipulacédo operatdria dos algoritmos e elementos do objeto matematico.

Posteriormente, serd realizada a avaliacdo que € referente aplicabilidade do objeto
matematico em meio a elementos do cotidiano ou elementos aplicados cientificamente em
laboratorios, ou seja, nessa etapa o aluno ird encontrar solucdo para determinadas situacfes —
problemas, colocando em prética todo o conhecimento adquirido desde o primeiro contato com
a SD até o momento em questdo, além de elaborar esquemas empirico-intuitivos que o
auxiliardo para chegar a solugéo da situacao a— problema.

Paralelamente as Intervengdes Estruturantes Escritas ocorre também outro tipo de
intervencdo proposta por Cabral (2017), que pode ser chamada de Intervengdo Estruturante
Oral/verbal, no qual ele denomina de Intervencao Oral de Manutengédo Objetiva (I-OMO).

Para definirmos a 1-OMO faz-se necessario voltar ao inicio das intervencdes

estruturantes escritas, no qual o primeiro passo sédo as Intervencdes Iniciais (I;), onde o
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professor/pesquisador faz uso do discurso dialdgico-didatico referente a 0 que esta escrito na
SD, explicando o funcionamento da SD, com a funcdo de estimular o aluno a perceber as
regularidades contidas em cada UARC, portanto, o professor/pesquisador necessita de um
discurso oral/verbal para expressar tais estimulos aos alunos. Desta forma, Cabral (2017)
coloca duas modalidades para as Intervencdes Iniciais (I;), que sdo: Exploratdria Potencial
(I; — EP) e Conexao Pontual (I; — CP).

Em ambas as modalidades a conducdo diretiva-dial6gica do professor assume o papel

de orientador do pensamento que tem como objetivo a (re)construcdo de um ou mais

conceitos ja sistematizados do saber disciplinar da Matematica sugerida no curriculo
escolar. (CABRAL, 2017, p. 45).

Entendo melhor cada uma dessas modalidades, a I; — EP ¢é aquela onde o
professor/pesquisador ira fazer uma série de questionamentos, que segundo Cabral (2017, p.
46), “permite ao professor desencadear uma série de procedimentos investigativos, simulagdes,
conjecturas, hipoteses, analogias, empiricas, que sdo procedimentos tipicos de construcéo do
saber matematico”.

Jaal; — CP faz com que a I; — EP seja intencional para conectar cada questionamento
realizado a um ponto em determinada UARC, suprindo determinadas dificuldades ou impasses
para que os alunos prossigam nas atividades. Além das Intervencdes Escritas que sdo de suma
importancia na SD, pois segundo Cabral (2017, p. 45), “ajudam o professor a modular as
aproximagdes e distanciamentos dos alunos em relagdo aos objetivos de aprendizagem”.

Todas as Intervengdes Escritas compde a estrutura textual da SD, porém com as
modalidades da Intervencdo Inicial (I;), permitiu que Cabral (2017) elaborasse uma sétima
categoria de intervencdo ja mencionada, chamada de Intervencdo Oral de Manutencdo
Objetiva (I-OMO). Cabral (2017, p. 47) afirma que, “a I-OMO tem a finalidade de manter a
objetividade planejada, manter o foco da reconstrug¢do pretendida pela sequéncia didatica”.
Desta forma, a I-OMO possui um papel fundamental em uma SD, pois permite que o
professor/pesquisador estimule o aluno a seguir os objetivos da SD.

Cabral (2017) considera as IOMO fundamentais por dois motivos: ‘“Por um lado,
permitem as modulac¢des do professor no sentido de estimular o aluno em dire¢do aos
objetivos estabelecidos pela sequéncia didatica e, por outro lado, em possibilitar

futuras reformulagdes no texto utilizado que media a aprendizagem”. (OLIVEIRA,
2018, p. 45).

O aluno, quando realiza as atividades da SD, ele tende a desviar o direcionamento do
conhecimento do objetivo da SD, e o professor tem o papel de fazer com que o aluno retorne

para 0 objetivo da SD através das I-OMQO’s, a essa pratica do professor, Cabral (2017)
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denominada de Zona de Tensdo Discursivas, que sdo contornos que alinham os desvios dos
alunos com as intencdes do professor na SD, e que Cabral (2017) classifica essas I-OMO’s em

trés categorias, que sdo chamadas de Alfa, Beta e Gama.

Figura 4: Zonas de Tensdo Discursivas Alfa, Beta e Gama.
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Fonte: Adaptado de Cabral (2017).

Antes de definirmos as Zonas de Tensdo Discursiva Alfa, Beta, e Gama, iremos
entender o funcionamento das linhas “Lilas” e “Laranja” na Figura 4, no qual as setas indicadas
na Figura 9 significam as intervencgdes do professor/pesquisador para que o aluno siga na linha
direcionada do objetivo da SD.

A linha “Lilas” representa as pretensoes didaticas do professor/pesquisador, ou seja, o
percurso previsto das aprendizagens desde a idealizacdo da SD. J& a linha “Laranja” mostra as
acOes dos alunos a partir das provocacdes do texto escrito associadas as intervencoes
orais/verbais desenvolvidas pelo professor/pesquisador ao longo do processo. Representa o
caminho percorrido pelo aluno diante do objeto de aprendizagem. Agora podemos definir as
Zonas de Tenséo Discursivas, descrita por Cabral (2017).

A Zona Alfa é a zona inicial onde as primeiras articulagbes argumentativas sao
propostas em direco aos objetos de aprendizagem. Por se tratar de um processo de

redescoberta conceitual esse momento € marcado, em geral, por pequenos avangos e
frequentes intervengdes do professor. (OLIVEIRA, 2018, p. 47).

A Zona Alfa funciona baseada no dominio dos alunos diante do objeto matematico,
quanto maior for o dominio do aluno, menor sera as intervengdes do professor, o contrario
também ocorre, quanto menor o dominio do aluno diante do objeto matemaético, maior sera as

intervencgdes do professor.
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A Zona Beta é a zona intermediaria marcada por uma tensdo discursiva de baixa
intensidade. Aqui o professor percebe que certas conquistas de aprendizagens
fundamentais estdo sendo consolidadas e os alunos aprendizes ja sinalizam atitudes
de autonomia em relacdo tanto as interpretacBes do protocolo escrito (isto €, a
sequéncia didatica) que lhes dirigem o pensamento quanto nas associagdes entre essas
aquisicdes parciais e fundamentais e os desdobramentos desses conhecimentos na
aquisicdo de novas percepcoes. (OLIVEIRA, 2018, p. 47).
J& na Zona Beta, 0 aluno ja comeca entender a funcionalidade do objeto matemaético,
logo o professor intervém com pouca frequéncia, permitindo com que o aluno seja mais

autdbnomo que na Zona Alfa.

Por fim, a Zona Gama enfatiza a avaliagdo do nivel de seguranca conceitual e
algoritmica do aluno. E um momento em que o professor percebe que o dominio do
objeto de conhecimento ja se mostrou relativamente consolidado pela classe e, entéo,
passa a propor situacfes problematicas mais complexas, inclusive intervindo no
discurso. (OLIVEIRA, 2018, p. 48).

A Zona Gama, € a zona onde o professor percebe que o aluno ja se sente seguro em
solucionar problemas um pouco mais complexos que anteriormente, pois ja possui certo
dominio do objeto matematico, e nesse momento o professor aproveita para avaliar o
conhecimento adquirido pelo aluno, e por fim, o aluno alcancou o objetivo da SD.

Durante o processo nas zonas Alfa e Beta, o professor busca levar o aluno a refletir
no sentido de “manté-lo sobre os trilhos” dos objetivos de aprendizagem organizados
na sequéncia didatica proposta. Na Zona Gama, o professor pode promover

intervengdes no sentido de “retird-los dos trilhos” desses objetivos. (OLIVEIRA,
2018, p. 48).

Em uma Sequéncia Didatica (SD), quando estruturada e elaborada conforme a Unidade
de Articulada de Reconstrugdo Conceitual (UARC), proposta por Cabral 2017, requer bastante
atencdo e dedicacéo. Pois, percebe-se que existem diversas defini¢bes, que quando visualizada
de forma geral, é bastante complexa, e com isso, nos fornece resultados bem detalhados do
objetivo da aplicacdo da SD, pois ndo se preocupa apenas em fornecer o resultado da
aprendizagem, mas também informacgdes importantes de todo o processo de ensino —

aprendizagem ate o objetivo final da SD.

1.4 - RECURSO DE APRENDIZAGEM

Neste topico, apresentamos o recurso pedagogico utilizado para auxiliar os alunos no

processo de resolugdo das questdes propostas na SD. Desta forma, com o principio de alcancar
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0s objetivos de cada atividade da sequéncia didatica, tomamos o uso da calculadora como
objeto tecnoldgico no processo de ensino e aprendizagem de progressao geométrica.

Assim, consideramos os estudos de Fedalto (2006), em que apresenta na sua dissertagéo
sobre “O imprevisto futuro das calculadoras nas aulas de matematica no ensino médio”.

Desde os primordios das operacdes bésicas da matematica, existiram diversos
instrumentos para realizacdo de calculos, principalmente as operacdes de adicéo, subtracao,
multiplicagdo e divisdo, além da expansiva evolugdo destes instrumentos.

Um dos instrumentos mais comum atualmente, € a chamada calculadora eletrénica, em
que possui diversos modelos com diferentes funcdes adaptadas para calculos matematicos
distintos. Segundo Fedalto (2006, p. 26), “a ideia de uso de uma calculadora seria explorar os
contetidos aproveitando suas capacidades operatérias e desenvolvendo atividades que exijam
dos alunos a tomada de decisdes, a elaboracao de estratégias e a resolugdo de problemas.

Desta forma, o professor responsavel por optar pelo uso da calculadora em suas aulas,
além de possuir dominio da ferramenta eletronica, exigiria um planejamento adequado para
insercdo do instrumento como recurso didatico, estudo e preparacdo para realizar uma
abordagem conectada com as atividades realizadas.

A habilidade de célculo, a memorizagdo de formulas tem sua importancia e nao
devem ser extintas das aulas de Matematica. O que estamos destacando aqui é que a
Matematica pode ser estudada e ensinada com o apoio de instrumentos como a
calculadora, o computador; e que nossa preocupacdo deve voltar-se a explorar
conceitos, formulas e regras de forma que o aluno compreenda o que esta fazendo e

possa usar 0s seus conhecimentos em problemas que, na medida do possivel,
aproximem-se da realidade. (FEDALTO, 2006, p.27).

O uso de calculadoras em atividades do cotidiano € muito comum, principalmente no
ramo comercial, em venda de produtos, contabilidade, entre outros, porém ainda é uma barreira
seu uso nas aulas de matematica, no qual esta diretamente ligada ao uso de célculos para
solucionar problemas. Conforme aponta Fedalto (2006), ironicamente, talvez o Unico lugar
onde ndo se pode usar uma calculadora seja a sala de aula de matematica, a ideia de que um
instrumento de calculo ndo seja explorado justamente nas aulas de Matematica, € estranha.

No ambiente escolar brasileiro, infelizmente, os alunos n&o foram ensinados a utilizar
a calculadora para aprimorar seus conhecimentos matematico, no qual, ha a ambicdo por parte
dos discente em utilizar o instrumento de calculo para valorizar sua nota ao invés do
aprendizado. Desta forma, fica como esforgo do professor em inserir nas suas aulas o uso de
calculadoras, como forma de desmitificar a cultura de que usar calculadora em sala de aula ndo

€ proveitoso para os alunos.
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O uso da calculadora, de forma correta e consciente, € importante, uma vez que, a
habilidade de calculo, a memorizacéo de férmulas pode ser de facil compreensdo com o auxilio
de ferramentas eletrénicas, no qual possibilita explorar padrdes e regularidades, capaz de

investigar situacfes matematicas que geram equagdes e formulas.

1.5 INVESTIGACAO MATEMATICA

Neste topico, apresentamos 0s objetos tedricos e pedagdgicos que tomamos como base
para a elaboracéo das atividades em cada UARC de nossa SD. Desta forma, com o principio
de alcancar os objetivos de cada atividade da sequéncia didatica, tomamos como tendéncia da
educacdo matematica, o processo de Investigacdo Matematica (IM) em todas as URAC’s, ¢ o
uso da calculado como objeto tecnoldgico no processo.

Dentre as tendéncias da educacdo matematica, 0 que nos inspirou no uso da
investigacdo matematica para a realizacdo das atividades da sequéncia didética, foi a reviséo
da literatura sobre o ensino de progressdo geométrica, realizada nesse texto, em que 0s autores
apresentam propostas de ensino no qual os alunos se tornam ativos no processo de ensino a
partir de investigacdes de objetos matematicos.

Assim, consideramos como base tedrica o estudo de Ponte et al. (1998), cujo titulo de
seu livro ¢ “Historias de Investigagdes Matematicas”, no qual seu estudo surgiu a partir do
Projeto Matematica Para Todos — Investigacdes na Sala de Aula, e teve por objetivo estudar
os problemas e dilemas profissionais bem como o conhecimento profissional necessario ao
professor que pretende envolver os seus alunos neste tipo de atividade matematica.

Ponte et al. (1998) descreve que “uma atividade matematicamente rica por parte dos
alunos surge, em especial, quando o professor valoriza e fomenta nas aulas a realizagéo,
discussdo e avaliacdo de atividades de investigacdo”. Desta forma, podemos comparar a
sequéncia didatica para o ensino de matematica como uma fomentar a investigacdo matematica

através de resolucédo de problemas.

“Uma vez que existe uma profusdo de formulacdes sobre o que se entende por
“investigagdes matematicas”, ¢ necessario explicitar o sentido que lhes atribuimos
neste projecto. As investigagdes matematicas sdo parte do que alguns autores
designam por “actividade matematica”, o que corresponde a identificar aprender
Matematica com fazer Matematica”. (PONTE et al. ,1998, p. 8).
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Desta forma, a IM gera diversas possibilidades de ensino, no qual o aluno aprende
atraves do fazer e do analisar a partir da colaboracao entre os atores que promovem 0 ensino.

Segundo Santos (2018, p. 21), “com a inser¢do da investigacdo no ensino de
matematica, o mesmo fica cheio de perguntas e inquietagdes que levam os alunos a perceberem
o segredo que norteiam a construcao do conhecimento matematico”.

Desta forma, o professor passa a valorizar e incentivar a criatividade tendo uma
participagdo ativa dos alunos, assim, a relagdo professor-aluno, torna-se fundamental do
processo de ensino e aprendizagem, no qual o professor deixa de ser o centro do processo de
ensino do objeto matematica, enquanto os alunos percebem o segredo que norteiam a
construcdo do conhecimento matematico, isto €, o aluno se torna ativo no processo de ensino e
aprendizagem.

Conforme afirma Varizo (2007) apud Santos (2018, p. 21-22), a investigacdo
matematica “tem por objetivo oferecer oportunidade para os alunos vivenciarem uma
experiéncia semelhante ao do investigador matematico e assim motiva-los a estudarem
matematica”.

Neste caso, as atividades investigativas proporcionam aos alunos, a possibilidade de,
segundo Love (1988) apud Ponte et al. (1998, p. 9):

e identificar e iniciar os seus proprios problemas;

e expressar as suas proprias ideias e desenvolvé-las ao resolver problemas;

e testar as suas ideias e hipdteses de acordo com experiéncias relevantes;

e defender racionalmente as suas ideias e conclusdes e submeter as ideias dos outros a
critica ponderada

A IM é uma importante ferramenta no processo educacional, uma vez que, segundo
Brocardo e Oliveira (2016) apud Santos (2018):

[...] ajuda a trazer para sala de aula o espirito da atividade matematica genuina,
constituindo, por isso, uma poderosa metafora educativa. O aluno é chamado a agir,
como um matematico, ndo s6 na formulacdo de provas e refutagdes, mas também na

apresentacdo de resultados e na discussdo e argumentacdo com seus colegas e
professor. (BROCADO e OLIVEIRA, 2016, apud SANTOS, 2018, p. 22).

Brocardo e Oliveira (2016) apud Santos (2018), apontam que, é preciso cumprir quatro
etapas para realizar investigagdo matematica, que sao:

e Exploracéo e formulacéo, no qual o aluno deve reconhecer e explorar a situacao
problematica, e formular uma questéo (levantar questionamentos);

e Conjecturar, em que devera organizar dados e formular conjecturas;
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e Testes e reformulacdo, o aluno sera capaz de realizar testes com os dados obtidos e

refinar a conjectura;

e Justificativa e validacdo, no qual o aluno justificara sua conjectura e avaliara os

resultados do raciocinio.

Assim, percebe-se que a IM esta diretamente relacionada com a resolugdo de

problemas. Desta forma, Ponte et al. (1998) afirma que:

“Um conceito muito préximo de investigacdo matematica € o de resolugdo de
problemas. Os dois termos sdo usados muitas vezes de modo indistinto. Ambas as
nogdes se referem a processos matematicos complexos e ambas envolvem actividade
fortemente problemética. A resolugdo de problemas envolve uma grande variedade
de tarefas, tanto de cunho mais fechado como mais aberto, tanto relativas a situaces
puramente matematicas como referentes a situagdes da vida real. “Actividades
investigativas” ou “investigagdes matematicas” designam, no contexto deste
projecto, um tipo de actividade que da énfase a processos matematicos tais como
procurar regularidades, formular, testar, justificar e provar conjecturas, reflectir e
generalizar. Sdo actividades de cunho muito aberto, referentes a contextos variados
(embora com predominancia para os exclusivamente matematicos) que podem ter
como ponto de partida uma questdo ou uma situacdo proposta quer pelo professor,
quer pelos alunos”. (PONTE et al., 1998, p. 9).

O fluxograma da Figura 5 exemplifica os caminhos a percorrer, com base nas quatro

etapas acima, para que haja investigacdo matematica.

Figura 5: Fluxograma da dinamica das atividades por investigacao.

SITUACAO |
PROBLEMA

Feconhecer

Formulagio

Reformulagéo
‘ EXPLORAC A0 | Justificativa
(negativa)
_———_ Validagdo ——
r R
T }—u —_— A
‘ CONJECTURA Q TESTE ) . = MATEMATICA
e — Justificativa
(positiva)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Observa-se no fluxograma que existe algumas fases de transicéo, tais como, reconhecer,

formulacdo, validagdo, em que a justificativa é positiva, e reformulacdo, em que a justificativa

é negativa, desta forma, desta forma, é de suma importancia que o ato investigativo seja bem-

sucedido nas tarefas propostas, e isso depende do modo como o professor orienta os alunos no

processo de resolucdo das atividades, e como o aluno se comporta mediante os desafios

enfrentados.
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2 - CONSIDERACOES HISTORICAS E EPISTEMOLOGICAS SOBRE
PROGRESSAO GEOMETRICA

Nesta secdo apresento o conteudo de progressdo geométrica de forma mais detalhada,
numa perspectiva cientifica, a partir de uma consideracdo do rigor matematico e
aprofundamento, no qual destaco a evolucéo historica e epistemoldgico do objeto matematico.
Embora esta pesquisa centralize-se na elaboragdo de uma Sequéncia Didatica para o
ensino de progressdo geométrica para as turmas do 1° Ano do Ensino Médio, acredito ser

importante realizar uma abordagem para contribuir na formacao de professores.

2.1 - CONSIDERACOES HISTORICAS

Atualmente, o conhecimento humano que foi produzido por estudiosos do passado, nos
leva a ter impressao de que esta finalizado, porém, com a evolu¢do humana percebe-se que
pelo processo de investigacdo, tais conhecimentos ainda podem evoluir para contribuir com
novas aplicacBes que surgem através da necessidade do ser humano.

Desta forma, todo o processo histérico do conhecimento, nos faz refletir e compreender
a origem dos fatos histdricos e de como podem contribuir para o conhecimento atual. No ensino
de Matematica, o estudo da origem dos objetos matematicos ja& formalizados sdo
fundamentadas e investigadas através das pesquisas realizadas na Historia da Matematica.

Outra proposta metodoldgica que esta cada vez mais ganhando espago no ensino de matematica
é a Histéria da Matematica, no qual é inserido no em sala de aula explorando acontecimentos
historicos sempre relacionados com contetido matematicos.

Assim, a historia da matematica como recurso para ensino da matematica, pesquisas cientificas,
desenvolvimento e investigacdo matematica, devera retratar uma abordagem histdrica do conhecimento
matematico, sua evolucdo, o contexto historico, social e politico no qual determinado contedo
matematico emergiu, assim como as principais dificuldades enfrentadas para a formalizag&o e aceitacéo,
pelas sociedades, desse conhecimento ao longo do tempo.

Desta forma, apresentamos fatos histéricos de progressao geométrica que contribuiram
para formar as definicbes e conceitos que sdo apresentados atualmente, também é de suma
importancia para a formacéo de professores de matematica, uma vez que podem tomar como
base para introduzir o contetdo, além de levantar questionamentos de situac6es historicas que

séo relacionados com o objeto matematico a ser ensinado e motivar seus alunos.
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Assim, a evolucdo histdrica de progressdo geométrica tem por base a Historia das
Sequéncias, uma vez que 0 objeto matematico em pauta € uma particularidade das Sequéncias
Numeéricas.

Segundo Chaquiam (2017, p. 175) “a histéria da matematica nos permite contextualizar
0 conhecimento, situado e relacionado com variados contextos sociais, também respondem as
demandas historicamente situadas em um tempo e espago”.

Assim, a historia da matematica como recurso didatico para ensino da matematica,
pesquisas cientificas, desenvolvimento e investigagdo matematica, deverd retratar uma
abordagem histdrica do conhecimento matematico, sua evolugéo, o contexto histérico, social e
politico no qual determinado conteddo matematico emergiu, assim como as principais
dificuldades enfrentadas para a formalizacéo e aceitacdo, pelas sociedades, desse conhecimento
ao longo do tempo.

Portanto, apresento inicialmente a utilizacdo da Histdria das Sequéncias com o modelo
de diagrama metodol6gico proposto por Chaquiam (2017) como principio da evolucdo do
conhecimento sobre progressao geométrica.

Para tanto, destaco o diagrama que tera foco nas principais contribui¢es de Leonardo
Fibonacci (1170 — 1250) para a progressao geomeétrica, sendo 0 mesmo personagem principal
do contexto histdrico. Assim, o Figura 6 destaca 0s autores que contribuiram para o contexto

técnico — cientifico da evolugdo do contetdo de progressdo geométrica.

Figura 6: Diagrama Metodol6gico da evolucéo historica de P.G.

Fonte: Adaptado de Chaquiam (2017).
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O objeto matematico progressao geométrica € um caso particular de Sequéncias
Numéricas, desta forma, para ser apresentado a evolucéo historica do contetdo de P.G. busquei
destacar inicialmente os indicios da noc¢do de Sequéncias Numéricas conforme a perspectiva
cronoldgica descrita na Figura 6.

Tanto as Progressdes Geométricas, que € o foco deste estudo, quanto as progressoes
aritméticas ja possuiam evidéncias no contexto historico da matematica antes mesmo dos
estudos dos autores apresentados no diagrama da Figura 6.

As sequéncias numéricas estdo vinculadas aos métodos de contagem e ao
desenvolvimento dos sistemas de humeracéo.

E provavel que a maneira mais antiga de contar se baseasse em algum método de
registro simples, empregando o principio da correspondéncia biunivoca. Para uma
contagem de carneiros, por exemplo, podia-se dobrar um dedo para cada animal.
Podia-se também contar fazendo-se ranhuras no barro ou numa pedra, produzindo-se
entalhes num pedago de madeira ou fazendo-se nds numa corda. Entdo, talvez mais
tarde, desenvolveu-se um arranjo de sons vocais para registrar verbalmente o nimero
de objetos de um grupo pequeno. E mais tarde ainda, com o aprimoramento da escrita,
foram surgindo arranjos de simbolos para representar esses numeros. Esse

desenvolvimento hipotético encontra respaldo em relatérios de antropélogos que
estudaram povos primitivos em nossa época. (EVES,2014, p. 26).

A partir da representatividade do nimero e métodos de contagem, de forma intuitiva se
organizavam os elementos contados de forma a facilitar o entendimento da contagem numérica,
surgindo os primeiros indicios de sequéncias numéricas. Segundo Chiconato (2013, p. 17) “as
progressdes sdo estudadas e aplicadas desde os povos babilénicos, uma de suas primeiras
aplicacdes foi realizada pelos egipcios que precisaram encontrar um padrdo para determinar as
enchentes no Rio Nilo, e assim evitar perdas de alimentos™.

Com as evidéncias da aplicacdo das progressdes no cotidiano, comegaram a surgir
problemas matematicos relacionados aos padrfes numéricos. Na Mesopotamia surgiram as
tabletas babilénicas, no qual se destaca a tableta Plimpton 322 (1900 a 1600 a.C.), que segundo
Lopes (2017, p. 1), “numa dessas tabletas, a progressdo geométrica 1 + 2 + 22 + ... +2°
é somada de forma que a série de quadrados 12 + 22 + 32 + --- + 102 ¢ encontrada”.

No Egito, por volta de 1650 a.C. foi descoberto o papiro de Rhind, que contém 85
problemas copiados em escrita hieratica pelo escriba Ahmes de um trabalho mais antigo.
Conforme afirma Eves (2014, p. 70), “o papiro Rhind descreve os métodos de multiplicagdo e
divisdo dos egipcios, 0 uso das fragdes unitérias, a solucdo para o problema da determinacéo

da &rea de um circulo e muitas aplica¢gdes da matematica a problemas pratico”.
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Figura 7: Uma parte do papiro Rhind (Museu Britanico).
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Fonte: Eves (2014, p. 74).

Al

Ainda no papiro de Rhind encontra-se o problema conhecido como fragdes dos olhos

do Deus Horus, no qual descreve simbolos associados as fracGes que forma a progressao

11111

geometrlca —————
’4’8’16°32" 16’

Figura 8: Fracdes dos olhos Do Deus Horus.

/—\
L+ 0+""~+D1 + o0

+ {
t+d+F+ 4+ 5 + 4

Fonte: Arruda (2013).

Conforme afirma Arruda (2013, p. 5), “os egipcios possuiam a habilidade para realizar

a soma dos termos desta P.G. usando a técnica de um fator multiplicativo™.

s—1+1+1+ 1+ 1+ 1
2 4 8 16 32 16

1 1 1 1)
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64.5=32+16+8+4+2+1

64.S = 63
. 63
64

A partir dos diversos problemas matematicos que surgiram, chamou a atencao de varios
estudiosos que passaram a fazer uso das progressdes e suas aplicagbes. Desta forma,
compreendemos que 0s autores apresentados na Figura 38 tiveram grandes contribuicfes para
a formalizacdo dos conceitos e definicGes de progressdes na atualidade. Assim, a seguir serdo
detalhados os trabalhos realizados por Pitdgoras de Somos (VI a. C.), Leonardo Fibonacci
(1170 - 1250), Leonard Euler (1707 - 1783), Carl Friedrich Gauss (1710 - 1855), Helge Von
Koch (1870 - 1924) e Waclaw Sierpinski (1882 — 1969).

Pitagoras de Somos (VI a. C.) foi um filésofo e matematico grego creditado como
fundador do movimento chamado Pitagorismo.

“A filosofia pitagérica baseava-se na suposicdo de que a causa Ultima das varias
caracteristicas do homem e da matéria sdo os nimeros inteiros. Isso levava a uma
exaltacdo e ao estudo das propriedades dos nimeros e da aritmética (no sentido de

teoria dos nimeros), junto com a geometria, a masica e a astronomia, que constituiam
as artes liberais basicas do programa de estudos pitagérico”. (EVES, 2014, p. 97).

Pitagoras e os pitagdricos com seus embasamentos numéricos desenvolveram, o que
ficou conhecido como aritmética pitagorica, no qual apresentavam um elo entre a geometria e
a aritmética, em que se verificou os nimeros figurados, que expressam o nimero de pontos em

certas configuracdes geométricas.

Na Figura 9 é apresentado os numeros figurados triangulares, no qual os nimeros que
representam a forma geomeétrica triangular formam uma sequéncia numérica em que o termo

posterior é dado pela adi¢cdo do termo anterior com o0 numero 2.
Figura 9: NUmeros triangulares.

& assim
Zﬁ por diante
: AN

1 3 & 10

Fonte: Eves (2014).

Segundo Eves (2014), é possivel obter-se a representacdo algébrica genérica do e —

nésimo numero triangular T,,, no qual é dado pela soma da progresséao aritmetica,
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n.(n+ 1)

To=1+2+3++n=—"

Na Figura 10 é apresentado os numeros figurados quadrados, no qual 0os nimeros que
representam a forma geométrica quadrada formam uma sequéncia numérica em que o termo
posterior € dado pelo quadrado (poténcia de expoente 2) do nimero que representa a posicao

iterativa de cada quadrado formado.

Figura 10: NUmeros quadrados.

a assim
T i 1 por diante

1 4 9 16

Fonte: Eves (2014).

Desta forma, segundo Eves (2014), € possivel obter-se a representacdo algébrica
genérica do n — ésimo numero quadrado S,, em fun¢do do e — nésimo namero triangular T, da
seguinte maneira:

_nm+1) (-1.n

2 5 5 =Ty + Tp_y.

Sp=n

Na Figura 11 é apresentado os nimeros figurados pentagonais, no qual 0s niUmeros que
representam a forma geométrica pentagonal formam uma sequéncia numérica em que o termo
posterior é dado pela diferenca positiva dos dois termos anteriores adicionado do termo anterior

mais 3.

Figura 11: NUmeros pentagonais.

£ assim
por diante

: Q =

5 12 22

Fonte: Eves (2014).

Eves (2014) afirma que é possivel obter a representagdo algébrica genérica do n —ésimo
numero pentagonal B, em funcdo do e — nésimo namero triangular T,, da seguinte maneira:

n@Bn-1) +3n.(n—1)

P,=14+44+7+-4+Bn-2)= > n > =n+3.T,_1.
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Os numeros figurados sdo desenvolvimentos diretamente representados atraves das
progressdes, porém Pitagoras realizou diversos teoremas importantes para a evolugdo de
conceitos matematicos, tais como, o Teorema de Pitagoras, os Ternos Pitagdricos, a descoberta
das Grandezas Irracionais, as ldentidades Algébricas, entre outros.

Leonardo Fibonacci (1170 - 1250), o autor principal para a contribui¢cdo da evolugéo
das progressdes, debrucou-se nos estudos dos problemas mais famosos sobre Sequéncias.

“No limiar do século XIII despontou a figura de Leonardo Fibonacci (“Leonardo,
filho de Bonaccio”, ¢. 1175-1250), 0 matematico mais talentoso da Idade Média.
Também conhecido como Leonardo de Pisa (ou Leonardo Pisano), Leonardo nasceu
em Pisa, centro comercial importante, onde seu pai era ligado aos negocios mercantis.
Leonardo a recebeu parte de sua educacdo em Bejaia, norte da Africa, onde seu pai
fora desempenhar uma fungdo alfandegéria. As atividades do pai logo despertaram
no garoto um interesse pela aritmética que se canalizou, posteriormente, para extensas
viagens ao Egito, a Sicilia, a Grécia e Siria, onde pode entrar em contato direto com
0s procedimentos matematicos orientais e arabes. Inteiramente convencido da
superioridade pratica dos métodos indo-arabicos de calculo, Fibonacci, em 1202, logo

depois de retornar a sua terra natal, publicou sua obra famosa intitulada Liberabaci”.
(EVES, 2014 p. 292).

A obra Liberabaci, de Fibonacci, discute assuntos como aritmética e algebra, no qual
um dos problemas mais famosos sobre sequéncias, denominado “O problema dos pares de
coelhos”, que ficou conhecida como Sequéncia de Fibonacci. Conforme afirma Arruda (2013),
0 problema diz que:

Para tal, um individuo coloca um par de coelhos jovens num certo local rodeado por
todos os lados por uma parede. Queremos saber quantos pares de coelhos podem ser gerados,
durante um ano, por esse par, assumindo que pela sua natureza, em cada més dao origem a

outro par de coelhos, e no segundo més apds o nascimento, cada novo par pode também gerar.

Figura 12: Numero de Pares de Coelhos.
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Fonte: Knott (1999) apud Celuque (2004).
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Segundo Celugque (2004), o problema que da origem a Sequéncia de Fibonacci
1,1,2,3,5,8,13,21, ..., f(xp,), ..., onde f(x,) = f(xp_1) + f(x,_,), para todo n > 2 € N,
isto é, apds os dois primeiros, cada termo é a soma dos dois imediatamente precedentes.

Assim como a Sequéncia de Fibonacci, a Proporcdo e Nimero Aureo também fazem
parte dos estudos de Fibonacci, e possuem diversas aplicacfes no contexto historico da
humanidade e da ciéncia, tais definicbes podem ser encontradas nas pesquisas de Celuque
(2004).

Desta forma, os estudos de Fibonacci acrescentaram de maneira formal para a
contribuicdo das definicdes das progressdes, dando inicio as teorias de crescimento
populacional.

Leonard Euler (1707 — 1783), suico, nascido na Basileia em 1707, obteve diversas
contribuicGes para o campo da matematica.

“Euler foi um escritor prolifico, sem duvida insuperavel quanto a isso na histéria da
matematica; ndo ha ramo da matematica em que seu nome nao figure. E interessante
que sua produtividade surpreendente ndo foi absolutamente prejudicada quando,
pouco depois de seu retorno a Sdo Petersburgo, teve a infelicidade de ficar
completamente cego. Alias, ele ja era cego do olho direito desde 1735, o que explica
as poses com que aparece em seus retratos. A cegueira poderia parecer um obstaculo
intransponivel para um matemaético, mas, assim como a surdez de Beethoven nédo o
impediu de compor, Euler conseguiu manter extraordindria atividade produtiva
depois de sofrer essa perda. Ajudado por uma memdria fenomenal e por um poder de
concentragdo incomum e imperturbavel, Euler continuou seu trabalho criativo com a

ajuda de um secretario que anotava suas ideias, expressas verbalmente ou escritas
com giz numa lousa grande”. (EVES, 2014, p. 472).

Conforme os estudos de Eves (2014), Euler contribuiu para a implantacdo das seguintes
notacoes:

I.  f(x) para funcdes;

Il. e paraa para de logaritmos naturais;

I1l. a,b,c paraos lados de um triangulo ABC;

IV. s parao semiperimetro do triangulo ABC;

V. rparao inraio do tridngulo ABC;

VI. R para o circunraio do triangulo ABC;

VII. X para somatorios; e

VIII. i para a unidade imaginéria, V1 .

Euler ficou famoso pelo desenvolvimento da formula e* =cos cos (x) + i.sen(x),

que para x = m, se transforma em e*™ + 1 = 0.
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“Um fato importante que conseguiu estabelecer ¢ que todo numero real ndo nulo r
tem uma infinidade de logaritmos (para uma dada base), todos imaginariosse r < 0
e todos imaginarios, exceto um, se r > 0. Na geometria plana aparece a reta de
Euler; nos cursos de teoria das equacgdes encontra-se as vezes o método de Euler de
resolucdo das quarticas; e nos cursos de teoria dos ndmeros, mesmo 0s mais
elementares, sdo presencas certas o teorema de Euler e a funcdo de Euler. Atribuem-
se a Euler as funcdes beta e gama do calculo avancado, embora elas tenham sido
prenunciadas por Wallis. Euler empregou a ideia de fator integrante na resolucdo de
equagdes diferenciais, deu-nos o método sistematico usado hoje para resolver
equacgBes diferenciais lineares com coeficientes constantes e distinguiu entre
equagcdes diferenciais lineares homogéneas e ndo — homogéneas”. (EVES, 2014, p.
473).

Apesar de Euler ndo possuir uma relagdo direta com as progressoes, suas contribui¢des
para a matematica sao bastante utilizadas nos estudos das sequéncias e progressdes, e para
revolucionar as notacdes e definicdes das sequéncias.

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), nascido em Brunswick, Alemanha, em 1777, foi
considerado um dos maiores matematicos do século XIX e, ao lado de Arquimedes e Isaac Newton.

Carl foi uma das mais notaveis criangas-prodigio, dessas que aparecem de raro em
raro. Diz-se que com a idade de trés anos detectou um erro aritmético no borrador de
seu pai. H& uma histéria segundo a qual o professor de Carl na escola publica, quando

ele tinha dez anos de idade, teria passado a classe, para manté-la ocupada, a tarefa de
somar 0s numeros de 1 a 100. (EVES, 2014, p. 521).

A tarefa solucionada por Gauss, no qual encontrou a soma dos nimeros de 1 até 100,
deu inicio a origem da férmula para encontrar a soma dos n primeiros termos de uma
Progressdo Aritmética, isto é, conforme afirma Eves (2014), Gauss calculou mentalmente a
somal + 2+ 3+...+98 + 99 + 100, em que observou que 100 + 1 = 101,99 +
2 = 101,98 + 3 = 101 e assim sucessivamente com o0s 50 pares possiveis dessa maneira,
logo a soma portanto 50 x 101 = 5050.

Com base na resolucdo de Gauss, desenvolveu-se a formula da soma dos n primeiros
termos de uma progressao aritmética qualquer, dada por:

_(a;+ap).n
n 2

As descobertas de Gauss foram evoluindo conforme foi amadurecendo seus estudos no
campo da matematica. Segundo Eves (2014, p. 520), “Gauss deu a primeira demonstracdo
plenamente satisfatoria do teorema fundamental da algebra. Newton, Euler, d’Alembert e
Lagrange haviam feito tentativas frustradas de provar esse teorema”.

Os estudos de Gauss além de possuir grandes contribuicdes para as progressoes e

aplicacdes, tambem foram notaveis as colaboracGes a astronomia, a geodésia e a eletricidade.
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Helge Von Koch (1870 - 1924) foi um matematico suico que desenvolveu uma
aplicacdo geométrica das progressdes que ficou conhecida como um dos fractais classicos,
denominada como Curva de Koch.

Fractal, desde o momento que foi idealizada por Benoit Mandelbrot, passou por varias
defini¢des diferentes, mas todas elas possuem uma Gnica nogao, que serviu para idealizar todas

as outras definicdes.

[...] fractal, introduzida por Benoit Mandelbrot através do neologismo Fractal, que
surgiu do latino fractus, que significa irregular ou quebrado, como ele préprio disse:
Eu cunhei a palavra fractal do adjetivo em latim fractus. O verbo em latim
correspondente frangere significa quebrar: criar fragmentos irregulares, é contudo
sabido e como isto e apropriado para 0s nossos propoésitos que, além de significar
guebrado ou partido, fractus também significa irregular. Os dois significados estdo
preservados em fragmento. (TEODORO e AGUILIAR, 2015, p. 17).

Os fractais sdo formas geométricas abstratas, onde o estudo de suas formas séo
bastantes complexas, mas sua estrutura em si, possui uma beleza, formada por padrfes bastante
interessante e incriveis, podendo perceber que ao ser ampliada, os fragmentos do fractal, esses
fragmentos sdo idénticos a figura inicial, o todo, do fractal.

Para a construcdo da curva de Koch, temos que considerar um segmento de reta que
vai de A até B, onde é chamado de inicializador, ap6s isto, o inicializador é quebrado em quatro
partes iguais gerando uma curva que vai do ponto A ao ponto B, chamada de gerador, pois ela

ird dar o processo de construcédo da figura que queremos chegar, formada por quatro segmentos
de mesmo comprimento, igual a § da distancia de A até B.

Em cada um dos segmentos da curva anterior, foi reproduzida uma cépia da figura
original, reduzida em § de seu tamanho, de modo a formar uma nova curva de A até B, agora

formada por dezesseis segmentos.

O fractal correspondente a essa construcao € a curva limite, num certo sentido, desse
processo. E possivel imaginar que em um fractal ha partes da figura que séo copia do todo, pois
cada etapa da construcéo é uma unido de 4 copias reduzidas da etapa anterior. Obedecendo a
propriedade chamada de auto-semelhanca.

Para a construgéo da Curva de Koch, primeiramente consideremos que:

1) Considerar um segmento de reta AB de comprimento .
I1) Dividir o segmento em trés segmentos iguais, e suprir o terco médio, colocando em seu

. 1 - .
lugar os segmentos CE e DE'-, cada um com um comprimento de 3 do segmento removido. Ficando,

assim, com a poligonal ACEDB, com comprimento %-.
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I11) Repetir com cada um dos quatro segmentos da poligonal ACEDB a mesma operacéo feita
com o segmento original, e assim sucessivamente e iterativamente.
Portanto, segue abaixo na Figura 13, o modelo geométrico da Curva de Koch.

Figura 13: Obtencdo da Curva de Koch.

E

Fonte: Gomes (2007).
Segundo Gomes (2007, p 14.), explorar a Geometria Euclidiana através da Geometria

Fractal sugere a analise do numero de segmentos, comprimento destes e 0 comprimento total

da curva em cada nivel da construcdo da curva de Koch”.
No Quadro 2, em cada linha verifica-se 0 aumento do nimero de segmentos e a

reducdo do comprimento deles, conforme o nivel n em questéo.

Quadro 2: Comprimento da Curva de Koch.

Figura Figura 1° 20 3° n
inicial |iteracao |iteracao |iteracéo iteracoes
Numero de 1 4 16 64 4n
segmentos
Comprimento l L L 13 L
de cada 3 9 27 3n
segmento
Comprimento l 4.1 42.L 43_L <é)n ]
total da curva 3 32 33 3

Fonte: Gomes (2007).
. . . , 4 ., -
Considerando que o comprimento para um dado nivel é 3 do nivel anterior; o
. p , (4\" . . . .
comprimento da curva no nivel é (5) -1, ou seja, de um nivel para outro o comprimento é

multiplicado pelo fatori3 > 1.
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Como o comprimento aumenta de um nivel para outro, logo o cresce indefinidamente
tendendo a infinito quando o nivel de construcdo tende a infinito.

Waclaw Sierpinski (1882 — 1969), assim como Helge Von Koch, desenvolveu um dos
fractais classicos que contribuiram para a evolucdo do estudo das progressGes, através da
aplicacdo na geometria, no qual iremos destacar duas aplicacdes importantes que sdo o
Triangulo e Carpete de Sierpinski.

Segundo Bemfica e Alves (2010, p. 11) “o Triangulo de Sierpinski foi descrito em
1915 pelo matematico Waclav Sierpinski (1882- 1969)”. E obtido através de um processo
iterativo de divisao de um triangulo equilatero em quatro triangulos semelhantes.

Para a construcdo do Triangulo Sierpinski, consideramos inicialmente um triangulo
equilatero como figura inicial, e a partir do mesmo comega 0 processo iteracao.

Na 12 iteracdo sdo determinados os pontos médios de cada um dos lados do triangulo
equilatero, unimos esses pontos médios dois a dois por segmentos e consideramos 0s quatro
segmentos resultantes, retirando o triangulo central. Obtivemos, portanto, a 22 figura do
processo de construcdo, obtendo assim dentro do tridngulo maior, area de trés triangulos
menores iguais o tridngulo inicial, com vértices no mesmo sentido, porém com lados de
dimens6es menores, sendo que o triangulo central, cujo desprezamos, além de possuir lados de
dimensbes menores, também possui seus vértices em sentidos opostos ao do triangulo inicial.
Repetindo indefinidamente o processo, obtemos o Triangulo de Sierpinski no limite deste

processo recursivo, como mostra a Figura 14.

Figura 14: Iteracdes no Triangulo de Sierpinski até a 42 iteracdo.

Fonte: Cortes (2014).

Ao analisar a Figura 14, percebe-se que a cada iteracdo, que a area do Triangulo de

. . .o , on . T 3 .
Sierpinski, é igual a area do triangulo anterior multiplicada pelo fator 5 € que 0 seu perimetro

é igual ao perimetro do triangulo anterior multiplicado pelo fator % = 3.

N |-

. , o n . . . ~ 3
Ao analisar a area do Triangulo de Sierpinski, temos uma P.G. de razéo q = " onde

|g] < 1 e o primeiro termo € positivo, a A € a area do triangulo inicial. Somente visualizando
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as iteracdes, percebemos que é uma progressao geométrica decrescente, a partir que 0 numero
de iteracGes aumenta, ou seja, tende ao infinito, a area diminui, tendendo a zero. Portanto
quando n —» 40,4, = 0, ou seja,

A, =0

Analisando o perimetro do triangulo de Sierpinski temos uma PG de razdo q = g >1

e 1° termo exatamente o perimetro da figura inicial.

Isto é possivel perceber na Quadro 3.

Quadro 3: Area e Perimetro do Triangulo de Sierpinski.

Figura Area (A) Perimetro (P)
Figura inicial A P
1° iteragdo 3 3
Ay =74 Py==.P
2° iteracdo p 3 p 3\2 p p 3 b 3\2 p
== (g) | nmgns(3)
3° iteracdo 3 3\° 3 3\°
n iteracdes 3 3\" 3 3\"
An=Z.An_1=(Z) A Pn=E.Pn_1=(E> P

Fonte: Gomes (2007).

Portanto, quando n — +oo, B, = +o0. Isto significa que o perimetro do tridngulo é
infinito.

Segundo Gomes (2007, p. 26),“ 0 Carpete de Sierpinski possibilita trabalhar o processo
de remocado a partir de um quadrado, apesar do processo de remocéo ser 0 mesmo do Triangulo
de Sierpinski, e relacionar a diferenca entre o calculo da area do quadrado e do triangulo”.

Na perspectiva de Negri (2014), a construcdo do Tapete de Sierpinski € realizada da
seguinte forma:

Na 12 iteracdo divide-se o quadrado inicial em 9 subquadrados menores e congruentes,
e retira-se o subquadrado central.

Aplicando 0 mesmo processo da 12 iteragcdo, na 22 iteracdo, divide-se 0s 8

subquadrados restantes, em 9 quadrados menores mantendo a congruéncia e remove-se 0
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quadrado central em cada um dos 8 subquadrados. Assim 0 processo se repete sucessivamente

e iterativamente como mostra a Figura 15.

Figura 15: Tapete de Sierpinski.

Fonte: Gomes (2007).

Conforme diz Luz (2016, p.47), “para facilitar a compreensdo do que ocorre com o
numero de quadrados e o comprimento do lado de cada um deles a cada iteragdo”.

Apresentaremos as informacdes obtidas na construcdo do tapete de Sierpinski no
Quadro 4.

Quadro 4: Quantidade e comprimento dos lados dos quadrados em cada iteracdo do Tapete de
Sierpinski.

NuUmero de iteracoes (i) Numero de quadrados | Comprimento do lado do
guadrado (8)
(N)
Figura inicial 1 l
1 8 L
3
2 64 £
9
3 512 L
27
i g8t l
3i

Fonte: Adaptado de Luz (2016).

Analisando a Quadro 4, observa-se que a cada iteracdo 0 nimero de quadrados

aumenta oito vezes o numero do quadrado da iteragcdo anterior, e 0 comprimento do lado do
quadrado a cada iteracdo possui um fator de § Segundo Gomes (2007, p. 47), “para o calculo

da éarea, definir A como a é&rea inicial do quadrado, de lado [”, dada por:
A=1%
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A Quadro 5 abaixo descreve a area A; em cada iteracdo, assim generalizando.

Quadro 52: Area do Tapete de Sierpinski.

Iteracoes (i) Numerode | Comprimento Area (A) | Area total (4)
quadrados (N) do lado do
guadrado (8)
Figura inicial 1 [ A A
l A A
1 8 L A g4
3 9 9
2 82 . i 82£
32 92 92
3 8? L 4 g3, 2
33 93 93
i 8 ! A N
7 5| ()

Fonte: Adaptado de Gomes (2007).

Conforme a Quadro 5, o processo de iteracdo segue infinitamente, com isso a area do

Tapete de Sierpinski tende a zero conforme o nimero de iteracdo aumenta, entdo podemos

8i
4=(3) =0
' 9

A seguir, apresentamos conceitos e definicbes matematica de forma aprofundada com

expressar essa area por:

base no rigor matematico, que possa ser util para a formacdo de professores, assim como,
incentivar os docentes da Educacéo Basica a possuir interesse em realizar formacéo continuada

e se apropriar do objeto matematico e possuir pleno dominio do conteudo.

2.2 - CONCEITO DE FUNCAO

Para definirmos uma Funcéo, necessitamos inicialmente compreendermos os conceitos

de Valor Constante e Valor Variavel.
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O Valor Constante € uma quantidade fixa, que sempre mantém o valor. O Valor
Variavel é uma quantidade indeterminada ou uma quantidade universal®, que inclui todos os
valores especificados.

Desta forma, uma Funcédo de Valor Varidvel é uma expressdo analitica, isto &, uma lei
que define um gréafico, composta de qualquer maneira, com a mesma quantidade e nimero, ou
Valores Constantes.

Assim, podemos definir funcdo, analiticamente, a partir da condicao:

Dado dois conjuntos ndo vazios A e B. Diz-se que f é uma Funcdo quando todo
elemento do conjunto A esta em correspondéncia com um Unico elemento do conjunto B. Isto
,

A—B
A

Logo, seja qual for a nomenclatura utilizada para associar elementos de dois conjuntos
ndo vazios (Regra, Aplicacao, correspondéncia, transformacao, relacéo, etc), a importancia da
definicdo de funcdo esta sujeita a apenas duas condicBes a saber, como apresenta Lima et al
(1997):

1) N&o deve haver excecdes: afim de que a funcdo f tenha o conjunto A como
dominio, a regra deve fornecer f(x), seja qual for x € A dado.

I1) Néo pode haver ambiguidades: a cada x € A, a regra deve fazer corresponder um
unico f(x) em B. (LIMA et al 1997, p. 41).

Verifica-se que sdo critérios necessarios para definir uma funcédo, para o conjunto de
partida A as condi¢fes de ndo ambiguidade e ndo excec¢do, e para o conjunto de chegada B é
possivel que haja ambiguidades e excec¢des.

A Figura 16 ilustra situagdes que se enquadram na defini¢do de funcao.

Figura 16: Exemplos que definem funcéo.

fi g

=

Fonte: Silva (2019).

A Figura 17 ilustra situagdes que ndo se enquadram na definicéo de funcéo.

4 Também chamado de quantificador universal ¢ utilizado quando queremos nos referir a todos os elementos de
um conjunto. Disponivel em: <https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/quantificadores.htm>. Acesso em:
10/10/2021.
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Figura 17: Contraexemplos da definicdo de funcao.

' B A B A B y - .
- ] Ll + 8 L] 1.
L ] [ )
- - L i [ "
L] . L X - ol — S S
- . L ]
Partida com excecio Excecdo na partida Partida com Ambiguidade na partida
@ na chaaada Ambiguidade & excecio & fa cheaada

Fonte: Silva (2019).

Nas Figuras 16 e 17 os exemplos e contraexemplos da definicdo de funcéo percebe-se
que o comportamento funcional é definido pela partida da correspondéncia, ou seja, o que
chamamos de dominio da funcdo, que deve estar bem definido para que ele ocorra. Assim, a
chegada da correspondéncia, chamada de contradominio da funcéo.

Deve-se ainda observar que uma fungéo conta de trés elementos essenciais: dominio,
contradominio e a lei de correspondéncia x — f(x) = y. Mesmo quando dizemos

simplesmente “a fungdo f ficam subentendidos seu dominio A e seu contradominio
B. Sem que eles sejam especificados, ndo existe a funcdo. (LIMA et al, 1997, p. 39)

Desta forma, de onde partem as correspondéncias € denominado de dominio, onde
ocorre a chegada da correspondéncia é denominado de contradominio e os elementos que se
associam a partir do dominio e contradominio sdo denominados de imagem da fungéo.

Assim, 0 conjunto A denomina-se dominio de f e pode ser indicado com a notacéo
D(f). Quando uma funcdo tem dominio A, diz-se que ela é definida em A. O conjunto B
denomina-se contradominio de f e pode ser indicado com a notagdo CD(f). Se x € um elemento
qualquer de A, entdo o Unico y de B associado a x é denominado imagem de x pela funcéo f
ou valor da fungdo f em x e serd indicado com a notagdo f(x). O conjunto de todos os
elementos de B que s&o imagem de algum elemento de A se denomina conjunto-imagem de f,

e pode ser indicado com a notacdo I(f) ou Im(f).
Im(f) = Ax,x € ANy = f(x)}

Seja a Funcao f, o Grafo de f é dado por:

G(f) ={x € D(f);y € CD(ley = f(x) € Im(f)}.

Uma vez que, neste estudo estabelecemos que as fung¢bes séo do tipo real de variavel
real, pois as Progressfes Geométricas sdo estabelecidas a partir das sequéncias de nimeros
reais. Logo, destacamos que A e B sdo conjuntos ndo vazios formados por numeros reais, isto
é, A, B C R, assim, para que toda relagdo f: A — B seja uma funcdo, vale duas condices:

se(x,y1) E fAMXY2)Ef=y1=y1
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I) Entdo f existe, pois,vVx € A,3y € B/(x,y) € f,e
Il) f é dnico, pois, vx € A,3|y € B/(x,y) € f.
Portanto, pela definicdo de funcéo, toda funcao é uma relacdo, porém ne toda relacdo é
uma funcéo.
De forma geral, graficamente G (f) é dada por toda funcéo real definida de A e B. Dado
um sistema de coordenadas ortogonais x0y o conjunto G da totalidade dos pontos (x, f(x)),

com x em A, é o grafo de f.

Figura 18: Grafo de uma funcéo f.

Y
- 1 G
N —

1494 e 1 (x: 1)

(r)
Fonte: Neto et. al. (2010) apud Oliveira (2018).

Assim, podemaos verificar alguns critérios para construcao grafica e conhecimento do
grafo de f, conforme apresenta Oliveira (2010):
1) Toda reta (), vertical, que passa por um ponto de A = D(f), encontra o grafico G
em um Gnico ponto, o que nos da um critério para decidirmos se uma figura do plano
cartesiano pode ser gréafico de uma fungdo.
I1) Quando se conhece o grafico G de uma fungdo f, seu dominio pode ser obtido
projetando-se G sobre Ox, na direcdo Oy; o conjunto imagem de f pode ser obtido

projetando-se G sobre Oy.
(OLIVEIRA, 2010, p. 97).

Assim, a projecdo do grafico de G, com relagdo a seu dominio e imagem € apresentada

na Figura 19.

Figura 19: Projecéo do dominio e imagem do grafico de G.

I
G

:mHlH

Fonte: Neto et. al. (2010) apud Oliveira (2018).

[ 1) —

xY
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Quanto a tipologia das funces, estas podem ser Sobrejetora, Injetora ou Bijetora. Seja
f uma fungdo de A em B, com dominio D(f) € A.

Diz-se que f: A — B é Sobrejetora ou Sobrejetiva quando:

) Im(f) =CD(f) =,

) vy € CD(f);3x € D(f)tal que f(x) =y, e

1) Im(f) =CD(f) =R,.

Simbolicamente, temos:

f ésobrejetora = Im(f) = CD(f)

Figura 20: Funcéo Sobrejetora.

Fonte: Neto et. al. (2010) apud Oliveira (2018).

Percebe-se que se f é sobrejetora, para todo elemento y € B existe pelo menos um
elemento x € A tal que f(x) = y, ou seja, todo y € B é imagem de “pelo menos um” x € A.
Quando a funcdo f: A — B é sobrejetora, a equacdo f(x) = y admite para todo y € B pelo
menos uma solucéo.

Diz-se que f: A — B ¢é Injetora ou Injetiva quando:

) Vx,,x, € D(f),com x; # x,, tem — se que f(x1) # f(x3), e

INVx,,x, € D(f),com f(x;) = f(x;), tem — se que x; = x,.

Simbolicamente, temos:

f éinjeiva & (Vxq,x; € A: x1 # x; = f(x1) # f(xy),0use,)f(x1) = f(x3) = x1 = x5.
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Figura 21: Funcdo Injetora.

B

Fonte: Neto et. al. (2010) apud Oliveira (2018).

Nota-se que se f é injetora, um elemento y € B ndo é necessariamente imagem de
algum elemento x € A, mas se ndo for, € imagem de um Unico x € A. Quando a fungdo f: A —
B é injetora, a equacdo y = f(x) admite no maximo uma solugdo para todo y € B.

Diz-se que f: A — B é Bijetora ou Bijetiva se, e somente se, f é injetora e sobrejetora
simultaneamente.

Simbolicamente, temos:

f é bijetiva < (f é sobrejetorae f é injetora)

Figura 22: Funcdo Bijetora.

A B
Fonte: Neto et. al. (2010) apud Oliveira (2018).

Observa-se que se f é bijetora, para todo elemento y € B existe um Unico elemento x €
Atal que f(x) =y, isto é,todo y € B é imagem de um e um sé x € A. Quando a funcéo f: 4 —
B é bijetora, a equacédo f(x) = y admite para todo y € B uma solucdo Unica.

Quanto a composicao de funcdes, temos que, sejaa funcdo f: A — Besejag: B — C,
onde C € um conjunto ndo vazio, denomina-se a fun¢do compostade g e f afungdo h: A — C
definida por:

h(x) = f(g(x)) = (gof) ().

Podemos representa a fungdo composta h(x) = (gof)(x) pelo diagrama destacado na
Figura 55.
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Figura 23: Diagrama da funcdo composta.

f
A——»B

g of
C

Fonte: lezzi et. al. (1977).

Quanto a inversdo de funcdes, temos que, seja a funcdo f: A — B, a relagdo f~1 =
{(x,y) € f} é uma funcdo inversa se, e somente se, f é bijetiva de A em B, isto é, para todo y
€ B existe um Unico x € A tal que (y,x) € f~1,onde D(f~1) =BelIm(f 1) = A.

Quanto a paridade das fungdes, seja f: A — B uma funcéo, entéo:

)] Diz-se que f é uma funcéo Par quando f(—x) = f(x), Vx € D(f), e

1)) Diz-se que f é uma funcéo impar quando f(—x) = —f(x), Vx € D(f).

Em contrapartida, quando f(—x) # f(x) e f(—x) # —f(x), dizemos que a funcdo f
n&o é Par nem impar.

Uma fungdo f diz-se crescente se para todos os pontos do dominio x; < x, tem-se que
f(x1) < f(x,).Porém, se para todos 0s pontos do dominio x; < x, tem-se que f(x;) < f(x3),
diz-se que a funcdo f € estritamente crescente.

Uma funcédo f diz-se decrescente se para todos os pontos do dominio x; < x, tem-se
que f(x1) = f(x,). Porém, se para todos os pontos do dominio x; < x, tem-se que f(x;) >
f(x,), diz-se que a funcdo f é estritamente decrescente.

A fungdo diz-se mondtona se é crescente ou decrescente no seu dominio, mas, diz-se que a
fungdo f é estritamente mondtona se f € estritamente crescente ou estritamente decrescente no seu
dominio.

Uma funcdo f: R — R é chamada de Afim quando existem as constantes a, b € R tais
que f(x) = a.x + b paratodo x € R.

O valor b, chamado de valor inicial, pois para f(0) o valor de f(0) = b. O valor de a,
pode ser determinado conhecido dois pares ordenados (x, f(x;)) e (x, f(x,)) da fungéo f,

assim temos:
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f(x))=a.x;+bef(x;)=ax,+b.
Assim, obtém-se:
f(x2) = f(x1) = (a.x; + b) — (a.x; + D)
fl2) = fx1) = a.x; —a.x;
f(x2) = f(x1) = a.(xz —x1)
L f) = fG)
Xy — X1
Uma funcdo f: R — R*é chamada de Exponencial se existe um elemento a € R*,
coma # 1,tal que funcdo f é definida por f(x) = a*, onde o elemento a é base da fungéo
exponencial.
Observa-se que as restricdes a > 0 e a # 1 sd0 necessarias, uma vez que:
I. Paraa = 0e x negativo, ndo teriamos uma funcao definida em R, mas sim uma

indeterminacéo.

1 ~ , ~ ..
Il. Paraa < 0ex = 5 por exemplo, ndo teriamos uma funcéo definida em R, mas

simem C.

IIl.  Paraa = 1 e x qualquer numero real, teremos uma fungdo constante.

(Teorema da Caracterizacdo) A caracterizacdo da funcdo exponencial é feita por meio
de uma proposicao, isto é, seja f: R — R* uma fungdo mono6tona injetiva (isto €, crescente
ou decrescente). As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

)] f(nx) = f(x)"paratodon € Zetodox € R.

I) f(x) = a*paratodox € R,ondea = f(1).

Iy fx+y) = f(x) - f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstracéo:

Para demonstrar essa proposi¢do € necessario provar as implicagdes 1) = II) =
Inn = .

DeI) = ), iniciemos provando que a hipdtese I) € valida para todo numero racional

r = %(comm € Zen € N),onde f(rx) = f(x)" . Com efeito, como nr = m, temos
fr.x)t = f(nrx) = f(mx) = f(x)™.

Logo f(rx) = f()n = f(x)" .
Se fixarmos f(1) = a,teremos f(r) = f(r - 1) = f(x)" =a" ,paratodor € Q.
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Para completar a demonstracdo de que I) = I1) suponhamos, a fim de fixar as ideias
que f seja crescente, logo 1 = f(0) < f(1) = a. Admitamos, por absurdo, que exista
umx € Rtalque f(x) # a*.Digamos, por exemplo, que seja f(x) < a* (ocaso f(x) > a*
pode ser tratado de modo anélogo). Entdo, existe um numero racional r tal que f(x) < a" <
a* ,ouseja, f(x) < f(r) < a*.Como f € crescente, tendo f(x) < f(r) concluimos que
x < r.Poroutro lado, temos também a” < a* , logo r < x. Esta contradi¢cdo completa a prova
dequel) = II). m

Paraseguirde II) = III),sejaf(x) =a*,comx € Rea = f(1).Sendoy € R,
obtemos f(x + y) = a**Y =a* - a¥ = f(x) - f(y). m

Delll) = I),sejaf(x + y)= f(x)* f(y), comx,y € R.Paran € N, vale

fx)=f(x+x+x+-+x)=fx).fx).f(X). . f(x)=FO™

Por Gltimo, provemos o caso f(nx) = f(x)~™. Para isto, analisemos o caso f(—x).
Entdo,

F=x).f(0) = f—x +x) = £(0) = 1 = f(~x) = ]%

Logo,
flnx) = f(=x —x == x) = f(=x). f(=2). ... f(=x) =

11 11
IO IO R IONNIOR

A partir da definicdo, caracteristicas, propriedades e particularidades do conceito de

=f(x)"'m

funcdo, a seguir desenvolvemos o estudo de Sequéncias Numéricas.

2.3 - SEQUENCIAS

Nesta secdo serd discutido sobre o estudo de Sequéncias Numeéricas, a partir das
concepgdes de Lima (2006) e Chiconato (2013), desta forma, faz-se necessario compreender
as definicGes de Numeros Naturais e NUmeros Reais, a partir do rigor matematico aprofundado
deste estudo.

Obtemos o Conjunto dos NUmeros Naturais, denotado por N, se caracterizado pelas

seguintes propriedades, chamadas de axiomas de Peano:



53

I. Existe uma funcdo injetora f: N — N, aimagem f(n) de cada numero natural n €
N chama-se sucessor de n. Ou seja, todo nimero natural possui um sucessor, que ainda é um
numero natural, e ainda, nimeros naturais diferentes possuem sucessores naturais diferentes.

Il. Existe um Unico nimero natural 1 € N tal que 1 # f(n) paratodon € N. Ou seja,
existe um dnico nimero natural 1 que ndo é sucessor de nenhum outro.

I1l. Se um conjunto Ac N étalque 1€ Ae f(A) c A, isto ¢, ne A= f(n) € A4,
entdo, A = N. Ou seja, se um conjunto de numeros naturais contém o ndmero 1 e contém
também o sucessor de cada um de seus elementos, entdo esse conjunto contém todos 0s
nlmeros naturais, a essa propriedade chama-se de principio da indugdo, uma vez que, todo
numero natural n pode ser obtido a partir de 1, tomando-se o seu sucessor f(1), 0 sucessor
deste, f(f(1)), e assim por diante.

As definig¢Oes a seguir foram baseadas em Cortes (2014).

Considere o subconjunto I, ={1,2,3,-:-,n}, com n € N. Um conjunto A diz-se
infinito quando é vazio ou entdo existem n € N uma bijecdo f:1I, - A para algum n € N.
Neste caso, denotaremos a cardinalidade de A por #4 = n.

Sejam A, B conjuntos, tal que #4A =m e #B =n e seja f: A - B uma fungdo. A
condicdo em m e n para que f seja injetivaé m < n = #A < #B. A condi¢do em m e n para
que f seja sobrejetivaé m > n = #A > #B. A condicdo em m e n para que f seja bijetiva é
m<nemz=nentdo m =n = #A = #B.

Primeiramente diremos que A tem zero elementos. Segundamente diremos que n € N
€ 0 nimero de elementos de A, ou seja, A possui n elementos.

Estes fatos decorrem das defini¢des abaixo.

a) Cada conjunto I, € finito e possui n.

b) Se f: A — B é uma bijecdo, um desses conjuntos é finito se, e somente se, 0 outro
tambeém for finito.

Demonstracéo:

a) Intuitivamente, uma bijecdo f: I,, = A significa uma contagem dos elementos
de A, pondo f(1) =xq,f(2) =xy,,f(n) =x,, temos A = {x;,x,,+,x,}. Esta é a
representacdo ordinaria de um conjunto finito.m

b) Para que o nimero de elementos de um conjunto ndo seja uma no¢ao ambigua,

devemos provar que se existem duas bijecbes f: 1, - Ae g: I, — A, entdo m = n.
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Considerando a funcdo composta h = g~ o f:1, - I, basta entdo provar que se
existe uma bijecdo f: I,, — I,,,, entdo tem-se m = n. Para fixar idéias, suponhamos m < n. Dali,
I,cl,.nm

Um conjunto A chama-se infinito quando néo é vazio e, além disso, seja qual for n €
N, ndo existe uma bijecéo f: I, = A.

Demonstracéo:

Um conjunto A qualquer é infinito, quando para qualquer n € N e n > 1, temosf: I, -
A, sejaum p = f(1) + --- f(n). Entdo p > f(x) para todo x € I, donde p & f(I,). Logo,
nenhuma funcéo f: I,, = A é sobrejetiva, portanto X € um conjunto infinito. m

Um conjunto A chama-se enumeravel quando é finito ou quando existe uma bijecdo
f:N - A. No segundo caso A é infinito enumeravel e, pondo-se x; = f(1),x, =
f(2),,x, = f(n),-, tem-se A = {x1, x5, , Xp, " }.

Obtemos o Conjunto dos NUmeros Reais R, quando R é um Corpo, Ordenado e
Completo.

Dizer que R é um Corpo, significa que estdo definidas as seguintes operacoes:

I. Adicdo: Sejam x,y € R, suasoma x + y € R.

I1. Multiplicacdo: Sejam x,y € R, seu produto x.y € R.

Dizer que R é um Corpo Ordenado, significa que existe um subconjunto R* c R,
chamado de conjunto dos nimeros reais positivos, que cumprem as seguintes propriedades:

I. A soma e o produto de nimeros reais positivos sdo positivos, isto é, x,y € R* =
x+y€ER ex.y ER".

Il. Dado x € R, exatamente uma das trés alternativas existem: x = 0, ou x € R*, ou
—X ER".

Considerando R~ o conjunto dos nimeros —x onde x € R*, a condicédo

I11. dizque R = R* U R~ U {0} e os conjuntos R*, R~ e {0} sdo disjuntos dois a dois.
Os nimeros y € R~ sdo chamados de negativos.

Dizer que R é um Corpo Ordenado Completo, significa todo subconjunto néo
vazio A de R limitado superiormente em R tem uma cota superior minima (também chamada
de supremo) em R.

Seja R um corpo ordenado e A um subconjunto de R. Dizemos que um elemento x €
R € uma cota superior de A, se x > y paratodoy € A. Neste caso dizemos que A € limitado

superiormente.
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Seja R um corpo ordenado e A um subconjunto de R. Dizemos que um elemento x €
R é uma cota inferior de 4, se x < y paratodo y € A. Neste caso dizemos que A € limitado
inferiormente.

Dizemos que um subconjunto de um corpo ordenado é limitado se ele for limitado
superiormente e inferiormente.

Seja R um corpo ordenado e A um subconjunto de R limitado superiormente. O supremo
de A, denotado por sup A, € a menor das cotas superiores de A. Em outras palavras, x € R é
0 supremo de A4, se

. x for uma cota superior de A

1. se z for uma cota superior de A, entdo, x < z.

Seja R um corpo ordenado e A um subconjunto de R limitado inferiormente. O infimo
de A, denotado por inf A, é a maior das cotas inferiores de A. Em outras palavras, x € Réo

infimo de A4, se
I. x for uma cota inferior de A

Il. se z for uma cota inferior de A, entdo, x > z.

Uma sequéncia de nameros reais € uma funcdo f: N — R que associa cada numero
natural n a um namero real x,, chamado de n-ésimo termo da sequéncia, indicada por
(%1, X5, X3, o) Xy, .. ), ONe, x, representa o primeiro termo, x, representa o segundo termo, e
assim sucessivamente, no qual os indices numéricos n € N apontam a posi¢do do termo na
sequéncia.

Uma sequéncia é dita recursiva, ou definida recursivamente, quando o termo x,, €
obtido através de seus termos anteriores, isto é, 0s primeiros termos séo estabelecidos, e a partir

de uma regra ou lei de formacao podemos definir os termos posteriores.

2.4 — SEQUENCIA ARITMETICA E SEQUENCIA GEOMETRICA

Para definirmos uma progressdo geométrica, necessita-se fazer uso, inspirado nos
estudos de Junior (2015) e Oliveira (2018), das definicbes de Funcdo Afim, Progressdo
Aritmética e Funcdo Exponencial, respectivamente.

Seja a funcdo f:R — R da forma f(x) = a.x + b, para todo x,a,b € R, dado uma
sequéncia de numeros reais descrito pela fungdo f: N — R que associa cada nimero natural n
a um numero real x,, chamado de n-ésimo termo da sequéncia, indicada por

(%1, x5, X3, ..., Xy, -.. ), EXiSte uma constante r € R, tal que, quando x = x,, temos que:
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Xo=x1+1r = f(x))=a.(xy+7r)+b=(a.x;+b)+ar
X3 =%, +2.1r > f(x3)=a.(x; +2.r)+b =(a.x; +b) +2.a.r

Xg=%1+31r —> f(xy) =a.(x; +3.r)+b =(a.x; +b) +3.a.r

Xpn=x%+Mm—=1D.r > fxy)=a[xy+(n—1).r]+b=
=(ax;+b)+(n—1.ar

Assim, quando f(x,) = f(x;) + (n—1).a.r, dizemos que x, =x; + (n—1).7 é
uma Progressdo Aritmética de razéo r.

Sejaa fungdo f: R — R* daforma f(x) = a*, paratodo x € R,a>0ea * 1dado
uma sequéncia de numeros reais descrito pela fungdo f: N — R que associa cada numero
natural n a um ndmero real x,, chamado de n-ésimo termo da sequéncia, indicada por
(x4, X2, X3, ..., Xp, ... ), EXiSte Uma constante r € R, tal que, quando x = x,, temos que:

X, =x1+17 — f(xy) =a**" = a¥1.qa"
X3 =x;+ 2.7 — f(x3) = a¥1*2" = g*1.(a")?

Xy =%x; + 3.7 > f(xy) =a*¥3" = g*1.(a")3

Xy =%+ (M —1).r = f(x,) = a1t (=D7 = g¥1 (q")n-1

Assim, se x,, = x; + (n — 1).7 é uma Progressdo Aritmética de raz&o r, entdo a funcéo
f(x,) = f(x)).(a”)™ 1 é uma progressdo geométrica de razdo g = a’.

Desta forma, podemos demonstrar que toda sequéncia aritmética é transformada numa
sequéncia geométrica.

Demonstragéo:

Considerando a fungdo f: R — R™ mondtona injetiva que transforma toda progresséo
aritmética (x4, X2, X3, ..., Xp, ... ) NUMa progressdo geomeétrica (vq, V2, Y3, wr Yno - ) = f(Xn)-

Sepusermosb = f(0)ea = f(1)/f(0) teremos f(x) = b - a* paratodo x € R.

Considerando inicialmente b = f(0). A fungdo g: R — R* , definida por g(x) =
f(x)/b, € monotona injetiva, continua transformando progressdes aritméticas em progressoes
geomeétricas e agora tem-se g(0) = 1.

Dado x € R qualquer, a sequéncia x,0,—x € uma progressdo aritmética, assim,

g(x),1, g(—x) € uma progressdo geomeétrica de razdo g(—x). Segue-se g(—x) = 1/g(x).
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Sejam agora n € N e x € R. A sequéncia 0,x,2x,..,nx € uma progressao
aritmética, logo 1, g(x), g(2x), ... , g(nx) € uma progressdo geométrica, cuja razao é g(x).
Entdo seu (n + 1) — ésimo termo é g(nx) = g(x)" . Se —n é um inteiro negativo, entéo
g(-nx) = 1/g(nx) = 1/g(x)" = g(x)™.

Portanto, vale g(nx) = g(x)™ para quaisquern € Z e x € R. Segue do Teorema da
Caracterizacdo acima que, pondo a = g(1) = f(1)/f(0), tem-se g(x) = a* , ou seja,
f(x) = f(x) = b - a*,paratodox € R. m

Seja a funcdo, f(x,) = f(x;).(@)™ ! geradora de wuma Sequéncia
(%1, X2, X3, ..., Xp, ... ), Chama-se de progressdo geométrica crescente quando cada termo, a
partir do segundo, € maior que o termo precedente, x, < x,,,. Existem duas condi¢des para
que essa situagao ocorra:

. x;>0earazdog =a” > 1.

1. x;<0earazio0<g=a" <1.

Graficamente a P.G. crescente é apresentada na Figuras 24 e 25.

Figura 24: Grafico de uma progressdo geomeétrica crescente quando x; > 0 e a razao
qg=a > 1.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Figura 25: Grafico de uma progressao geométrica crescente quando x; < 0 e arazdo 0 <

q=a <1.

x, <0Oecarazo0<g=a" <1

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Seja a fungdo, f(x,) = f(x;).(@)™ ! geradora de uma Sequéncia
(%1, X2, X3, ..., Xp, ... ), Chama-se de progressdo geométrica decrescente quando cada termo, a
partir do segundo, € maior que o termo precedente, x, > x,,,. Existem duas condi¢des para
que essa situagdo ocorra:

l. x;>0earazdo0<g=a" < 1.

1. x;<0earazdoqg =a" > 1.

Graficamente a P.G. decrescente é apresentada na Figuras 26 e 27.

Figura 26: Grafico de uma progressdo geomeétrica decrescente quando x; > 0 e a razao
0<g=a"<1.

x;>0carazio0<qg=a" <1

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Figura 27: Grafico de uma progressao geométrica decrescente quando x; < 0 e a razéo
q=a" >1.

05 1 15

xy < Oearazog = a” = 1

254

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Uma progressao geomeétrica € constante quando todos os seus termos sdo iguais. Para
que isso ocorra, basta que a razdo da PG sejaigual a1, isto é, g = a” = 1.

Graficamente a P.G. constante é apresentada na Figura 28.

Figura 28: Grafico de uma progressdo geométrica constante.

2

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Uma progressdo geomeétrica é alternante quando cada termo a partir do segundo, possui
sinal oposto ao termo imediatamente anterior. Para que isso ocorra, basta que a razdo da PG
seja negativa, desta forma, como a definicdo de uma progressdo geométrica advém de uma

funcéo exponencial, ndo é possivel determinar o grafico, umavez que g = a” < 1.
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3 — ASEQUENCIA DIDATICA

Na sequéncia didatica aplicada foi desenvolvida cinco atividades proposta para ensino
de Progressdo Geomeétrica, em que foi elaborada e estruturada no modelo proposto por Cabral
(2017), no qual cada atividade foi intitulada como Unidade Articulada de Reconstrucdo
Conceitual (UARC) e em cada uma dessas UARC’s sera definido o titulo, o objetivo e os

procedimentos para sua devida realizacéo.

3.1-UARC-1

Titulo: Reconhecendo uma sequéncia em progressao geométrica

Obijetivo: Verificar as sequéncias em progressao geométricas e a sua razao

Materiais: Cartolina, Lapis de cor, Régua, Tesoura, cola branca, fita durex e
calculadora.

Procedimentos: Leia o texto abaixo com atencao e responda as perguntas seguintes com
0 auxilio de uma calculadora.

[1;] O matematico polonés Waclav Sierpinski (1882-1969), construiu este triangulo em
1919, do seguinte modo:

Passo inicial (0): Construimos um triangulo equilatero de lado a:

Passo 1: Junte os pontos médios dos lados e a figura a seguir resulta:

Trés triangulos equilateros sombreados e um buraco que é outro triangulo equilatero.

Passo 2: Repetimos o processo em cada um dos triangulos sombreados e obtenho o

seguinte figura:
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Passo 3: Repetimos 0 mesmo em cada um dos triangulos equilateros sombreados

obtendo a seguinte figura:

E assim sucessivamente.

Notamos que a cada passo o triangulo de Sierpinski é obtido com trés

figuras da etapa anterior.

Vemos que a cada passo o triangulo de Sierpinski é composto de trés copias auto-
semelhante da etapa anterior. Um objeto com essas caracteristicas que é auto-similar em
diferentes escalas é chamado de fractal, assim o triangulo de Sierpinski é um exemplo de um

fractal.
Fonte: <http://alerce.pntic.mec.es/rgob0004/sierpinski/fichasierpinski.pdf>. Acesso em: 11/04/2022.

Um tridngulo equilatero, é um triangulo que possui as medidas de seus lados todos
iguais, desta forma, construa um triangulo f(x;) equilatero de medida de lado igual a 4 metros
e pinte totalmente de verde.

Posteriormente, marque a metade de cada lado, isto €, o ponto médio dos lados de f (x,).
A partir dos pontos médios do triangulo f(x,), construa um novo triangulo f(x,) equilatero e
pinte f(x,) de branco.

Assim, como no processo inicial de f(x;), realize 0 mesmo processo para construir 3
triangulos f(x3) equilateros, isto é, determine os pontos medios de f(x,), e a partir dele,
construa novos triangulos equilateros, pintando f(x3) de branco.

Repetindo 0 mesmo processo de construcdo, construa f(x,) e f(xs), gerando figuras

semelhantes a apresentada abaixo.
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FIGURA 1

Onde f(x;) representa a figura 1, f (x,) representa a figura 2, f (x3) representa a figura

FIGURA 3

3, e assim sucessivamente. Desta forma, com o auxilio de uma calculadora, responda:

[1,, — 01] Quantos triangulos verdes possui a figura f(x;)?

[1,, — 02] Quantos triangulos verdes possui a figura f(x;)?

[1,. — 03] Quantos tridngulos verdes possui a figura f(x3)?

[1,. — 04] Quantos tridngulos verdes possui a figura f(x,)?

[1,. — 05] Quantos tridngulos verdes possui a figura f(x5)?

[I, — 06] Se fosse construido uma figura f(xg), seguindo o mesmo padrdo das

anteriores, quantos tridngulos verdes f (x,) iria possuir?

[1,, — 07] Explique como vocé chegou a resposta da questdo [I,. — 06]?

[I. —08] Preencha o quadro abaixo com base nas suas respostas nas questdes

anteriores.

Figuras

Quantidade de triangulos verdes

f(x1)

f(x2)

f(x3)

f(xa)

f(xs)

f(x6)

[I,, — 09] Determine uma sequéncia numérica que representa a quantidade de

triangulos verdes nas figuras f(x;), f(x2), f(x3), f(x4) € f(x5).




63

[1,. — 10] Existe alguma regularidade/padrdo na sequéncia de nimeros que descrevem
a quantidade de triangulos em cada figura? Qual?

[I, —11] Sendo f(x;) a quantidade de tridngulos verdes na figura 1 e f(x;) a
quantidade de triangulos verdes na figura 2, qual o resultado da divisao f(x,): f(x;) ?

[1, —12] Sendo f(x,) a quantidade de tridngulos verdes na figura 2 e f(x3) a
quantidade de triangulos verdes na figura 3, qual o resultado da divisao f(x3): f(x;) ?

[1, —13] Sendo f(x3) a quantidade de tridngulos verdes na figura 3 e f(x,) a
quantidade de triangulos verdes na figura 4, qual o resultado da divisao f(x,): f(x3)?

[I,, — 14] Sendo f(x,) a quantidade de tridngulos verdes na figura 4 e f(x5) a
quantidade de triangulos verdes na figura 5, qual o resultado da divisao f(xs): f(x4)?

[I,, — 15] Sendo f(xg) a quantidade de tridngulos verdes na figura 5 e f(xg) a
quantidade de triangulos verdes na figura 6, qual o resultado da divisao f(x¢): f (x5)?

[I. — 16] Preencha o quadro abaixo com base nas suas respostas nas questdes

anteriores.

Divisdo entre a quantidade de
” Resultado
triangulos verdes

f(x2): f (x1)

f(x3): f (x2)

f(xa): f(x3)

f(xs): f (xa)

f(xe): f (x5)

[I. — 17] Comparando a resposta da questéo [1,- — 10] e as resposta obtidas no quadro

da questdo [I, — 16], 0 que se pode perceber?
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Intervencdo Formalizante

[1; — 01] A regularidade/padrao encontrado nos triangulos € chamado de razdo (q)
e pode ser obtido através da divisdo de um valor numérico e o valor numérico anterior, isto
é, a razdo de uma progressao geometrica pode ser encontrada a partir da divisdo de um
termo da sequéncia numérica pelo termo anterior. Ao fazer isso, caso ela seja realmente

uma progressao geométrica, essa divisdo sempre sera igual a q.

[IA, — 01] Observe a sequéncia numérica abaixo.
13,9 27,81, ..)

Qual a razdo dessa sequéncia?

[IA, — 01] O blogqueio de sinais de RF, em especial os de ligagdes por telefones
moveis, € uma aplicacdo que ganhou destaque nos ultimos anos no cenério brasileiro. Talvez o
maior responsavel por isto tenha sido o uso frequente de celulares em presidios por detentos,
problema para o qual as autoridades de seguranca publica ainda ndo conseguiram dar solucao
satisfatoria definitiva.

Observe abaixo um dos simuladores utilizados para o bloqueio de sinais de celulares.

O simulador apresentado na figura acima representa uma forma geométrica, seguindo
um padrdo légico baseado no fractal conhecido como Tridngulo de Sierpinski, conforme a

imagem abaixo.

\

FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3

Sabendo que a quantidade de tridngulos pintados em cada figura (Figuras 1, 2, 3, e 4)

forma uma sequéncia em progressdo geométrica, qual a razdo dessa sequéncia?
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3.2—-UARC-2

Titulo: Caracteristica de uma PG

Objetivo: Verificar o crescimento e decrescimento de uma PG.

Materiais: Folha de papel A4, Lapis, Caneta e Borracha.

Procedimentos: Com o auxilio de uma calculadora, desenvolva os calculos necessarios a partir
da regularidade observada em [I;], e responda as perguntas seguintes.

[1;] Observe o triangulo de Sierpinski abaixo e faga o que se pede.

A L

FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3

Considerando que, f(x;) representa a figura 1, f(x,) representa a figura 2, f(x3)
representa a figura 3, e assim sucessivamente.

Em uma folha de papel A4, construa o triangulo de Sierpinski representando as figuras
pela notagdo f(x,), f(x2), f (x3), f (x4), ..es £ ().

Preencha a tabela, sabendo que sdo dados o primeiro termo de uma Progressao
Geométrica e suas devidas razdes (q) e com o auxilio de uma calculadora, responda:

[I,, — 01] Considerando que primeiro termo f(x;) = 1 tridngulo verde e a razdo q=3:

Termos da

PG f(xl) f(xZ) f(X3) f(X4_) f(xS)

Quantidade
de triangulos
verdes

Ao atribuir um valor positivo para a razéo da PG, observa-se que a mesma sera:
() Sempre crescente , pois aumenta.

() Constante, pois continua 0 mesmo valor.

() Sempre Decrescente, pois diminui.
(

) Alternante, pois os valores variam entre positivos e negativos.
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[I, — 02] Considerando que primeiro termo f (xs) = 81 triangulo verde e a razdo q =

1
.
TermosdaP.G. | f(xs) f(x4) f(x3) f(x2) f(x1)
Quantidade de
triangulos
verdes
Ao atribuir um valor fracionario para a razdo da PG, observa-se que a mesma sera:
() Sempre crescente , pois aumenta.
() Constante, pois continua 0 mesmo valor.
() Sempre Decrescente, pois diminui.
() Alternante, pois os valores variam entre positivos e negativos.
[1,, — 03] Considerando que primeiro termo f(x;) = 1 tridngulo verde e a razéo q =
1:

TermosdaP.G. |  f(x1) f(x2) f(x3) f(xq) f(xs)

Quantidade de
triangulos
verdes

Ao atribuir um valor unitario para a razdo da PG, observa-se que a mesma sera:

(
(
(
(

) Sempre crescente , pois aumenta.
) Constante, pois continua o mesmo valor.
) Sempre Decrescente, pois diminui.

) Alternante, pois os valores variam entre positivos e negativos.

[I,, — 04] Considerando que primeiro termo f(x;) = 1 tridngulo verde e a razéo q =
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TermosdaP.G. | f(x;) f(xy) f(x3) f(x4) f(xs)

Quantidade de
triangulos
verdes

Ao atribuir um valor negativo para a razdo da PG, observa-se que a mesma sera:

() Sempre crescente , pois aumenta.

() Constante, pois continua 0 mesmo valor.

() Sempre Decrescente, pois diminui.

() Alternante, pois os valores variam entre positivos e negativos.

[1,, — 04] Considerando os valores encontrados na tabela da questdo [I,. — 01], qual o
valor numérico do primeiro termo f(x;)?

[1,, — 05] Considerando os valores encontrados na tabela da questdo [I,. — 01], qual o
valor numérico do ultimo termo f(xs)?

[I,, — 06] Considerando os valores encontrados de f(x;) até f(xs) na tabela da
questdo [I,, — 07], a quantidade de termos encontrados é:

() Finita, possui inicio e fim.

() Infinita, ndo possui fim, isto é, continua indeterminadamente.

[I, —08] Se fosse possivel continuar construindo tridngulos sem que fosse
determinado um ultimo termo, podemos afirmar que a quantidade de triangulos seria:

() Finita, possui inicio e fim.

() Infinita, ndo possui fim, isto é, continua indeterminadamente.

[I. — 09] Complete o quadro para cada PG apresentada.

Classifique se é
PG RAZAO crescente, decrescente,
constante ou alternante

Classifique se é
finita ou infinita

PG1 (1,3, 9,27, 81)

PG2| (1,3,9, 27,81, 243, ..)

PG3 (243,81, 27,9,3,1)

PG4 | (1,-3,9, -27,81,..)

PG5 (1,1,1,1,1)
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Intervencdo Formalizante
[1; — 02] Classifica-se uma PG, pela sua Razéo:

. Se g > 1 para termos positivos ou 0 < q < 1 para termos negativos, a PG é

Crescente.
1. Se g =1, aPG é constante.
I, Se 0 < g < 1 para termos positivos ou g > 1 para termos negativos, a PG é
decrescente.
V. Se <0, a PG é alternante.

Classifica-se uma PG, pelo comportamento de seus temos:

l. Finita, quando existir uma quantidade limitada de termos.

PR L

[IA, — 02] Dada a sequéncia numérica em progressao geométrica abaixo, marque a

alternativa correta.
(1,3,9, 27,81, 243, ..)

a) A sequéncia é crescente e finita.

b) A sequéncia é decrescente e infinita.

c) A sequéncia é crescente e infinita.

d) A sequéncia é decrescente e finita.

e) A sequéncia e constante e alternante.

[IA, — 02] O Tridngulo de Sierpinski é um exemplo de fractal autossimilar. Ele recebe
esse nome em homenagem ao matematico polonés Wactaw Sierpinski, que foi o primeiro a
descrever essa estrutura.

Como o Triangulo de Sierpinski é formado?

£ 5
A A AX  AA
A A A‘A:AA vy oWy v W ot

AAA

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4

E possivel construir o Triangulo de Sierpinski através de um processo iterativo que tem
como ponto de partida um triangulo equilatero.

Na primeira iteracdo determina-se os pontos medios de cada lado dessa figura e une-se
esses pontos. Depois, remove-se o tridangulo do meio.

Na segunda iteracdo esses passos séo repetidos para cada um dos tridngulos restantes.
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Esse processo pode ser repetido indefinidamente, dando origem ao famoso fractal
conhecido como Triangulo de Sierpinski.

Conforme o texto acima, podemos afirmar que o tridngulo de Sierpinski representa uma
sequéncia:

a) Crescente e finita.

b) Decrescente e infinita.

¢) Crescente e infinita.

d) Decrescente e finita.

e) Constante e alternante.

3.3—-UARC-3

Titulo: Modelando a equacao do termo geral de uma progressao geomeétrica.

Objetivo: Verificar regularidades para desenvolver a equacdo do termo geral de uma
PG.

Materiais: Folha de papel A4, Lapis, Caneta, Borracha e régua.
Procedimentos: Com o auxilio de uma calculadora, desenvolva os calculos necessarios a partir
da regularidade observada em [I;], e responda as perguntas seguintes.

[1;] Observe o triangulo de Sierpinski abaixo e faca o que se pede.

/\\/@\ A

FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3

Considerando que, f(x;) representa a figura 1, f(x,) representa a figura 2, f(x3)

representa a figura 3, e assim sucessivamente.

Em uma folha de papel A4, construa o triangulo de Sierpinski representando as figuras
pela notagdo f(x,), f(x2), f (x3), f (x4), ..oy £ ().

Construa em uma folha de papel A4 as figuras f(x;), f(x;), f(x3) e f(x,) € com 0

auxilio de uma calculadora responda as perguntas abaixo.
[I,, — 01] Quantos triangulos tem na figura f (x;)?
[1,- — 02] Quantos triangulos tem na figura f (x,)?

[1,- — 03] Quantos triangulos tem na figura f (x3)?
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[1,- — 04] Quantos triangulos tem na figura f(x,)?

[1,, — 05] Se construissemos uma figura f(x5), quantos tridngulos iria possuir essa
figura?

[I. — 06] Com base nas suas respostas nas questdes anteriores, complete o quadro

abaixo.

Figuras Quantidade de triangulos
f(x1)
f(x2)
f(x3)
f(x4)
f(xs)

[1,, — 07] Calcule os valores das poténcias abaixo.

[1,—07A]3° =
[1,—07B] 3! =
[I,—07C] 3% =
[1,—07D] 33 =
[1, — 07E] 3* =

[I,, — 08] O valor da poténcia calculado em [I,. — 07A] é igual ao valor da quantidade
de triangulos f(x,) encontrado em [I, — 06]?

[1,. — 09] O valor da poténcia calculado em [I,. — 07B] € igual ao valor da quantidade
de triangulos f(x,) encontrado em [I, — 06]?

[1,. — 10] O valor da poténcia calculado em [I,. — 07C] é igual ao valor da quantidade
de tridangulos f(x3) encontrado em [I, — 06]?

[I,, — 11] O valor da poténcia calculado em [I,. — 07 D] é igual ao valor da quantidade
de tridngulos f (x,) encontrado em [I, — 06]?

[I,. — 12] O valor da poténcia calculado em [I,. — 07 E] é igual ao valor da quantidade
de tridangulos f (x5) encontrado em [I, — 06]?

[1, — 13] Sabendo que, na forma de poténcia, f(x;) = 3°, f(x,) = 3%, f(x3) =33, e

assim sucessivamente, complete a tabela a seguir.
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Figuras Poténcias Quantidade de triangulos
f(x1) 3°

f(x2) 3!

f(x3) 3°

f(xa)

f(xs)

[I,, — 13] Qual seria a quantidade de triangulos se construissemos uma figura f (x¢)?

[1,, — 14] Explique como vocé chegou ao resultado da questéo [I,. — 13]?

[1,, — 15] Qual o valor da poténcia 3°?

[I, —16] O valor de f(xs) encontrado na questdo [I,. — 13] é igual ao valor
encontrado na questéo [I,. — 15]?

( )Sim.

() Néo.

[1,, — 17] Qual o valor numérico de 31, quando o n=1?

[I,, — 18] O resultado encontrado em [I,, — 17] é o mesmo valor da quantidade de
triangulos em f(x;)?

() Sim.

() Néo.

[1,, — 19] Qual o valor numérico de 3™~1, quando o0 n=2?

[I,. — 20] O resultado encontrado em [I,, — 19] é o mesmo valor da quantidade de
triangulos em f(x,)?

() Sim.

() Nao.

[1,, — 21] Qual o valor numérico de 3"~1, quando o n=3?

[I,, — 22] O resultado encontrado em [I,. — 21] € 0 mesmo valor da quantidade de
triangulos em f(x3)?

() Sim.

() Néo.

[1,, — 22] Qual o valor numérico de 31, quando o n=4?
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[I,. — 23] O resultado encontrado em [I,. — 22] € o mesmo valor da quantidade de

triangulos em f(x,)?
() Sim.
() Néo.

[I. — 24] Com base nas respostas das questdes anteriores, complete o quadro a seguir.

£ = 3= :
£ =2 7 ;
f(x3) n=3 33-1 9
f(x4)
f(xs)
f(x6)

[I,. — 25] Utilizando os valores obtidos no quadro [I, — 24], responda:
[1,. — 25A] Qual o valor de f(x;).3" 1, quandon = 1?
[1,, — 25B] Qual o valor de f(x;).3" %, quando n = 2?
[1,, — 25C] Qual o valor de f(x;).3" 1, quando n = 3?
[1,, — 25D] Qual o valor de f(x;).3" %, quando n = 4?

[I. — 26] Com base nas respostas na questdo [I,- — 25] e no quadro da questdo

[I. — 24] complete o quadro a seguir.

Ordem n de Quantidades de
Triangulo construcdo dos 3n-1 f(xy).3™1 i
o triangulos
triangulos
— 1-1 1-1
1 .
f(x1) n=1 3 1.3 1
f(x3) n=2 3271 1.3271 3
f(x3) n=3 33-1 1.3371 9
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f(xa)
f(xs)
f(x6)
f ) N

[1,. — 27] Observando os resultados obtidos no quadro da questéo [I, — 26] e sabendo
que a razdo da quantidade de triangulos verdes nas figuras é q=3, é correto afirmar que uma
expressdo para determinar a quantidade de triangulos verdes em uma figura f(x,,) qualquer é
dado por f(x,) = f(x1).q" 7" ?

( )Sim.

() Nao.

Intervencédo Formalizante
[1; — 03] A equagdo geral para determinar um termo qualquer de uma PG é dada

por:
fln) = f(x1).q" "
Onde,
f(x,) é o termo a ser encontrado.
f(x1) é o primeiro termo da PG.
q € arazdo da PG, e

n > 1 é a ordem do termo que deve ser encontrado.

[IA, — 03] Observe a sequéncia numérica a seguir.
1,39 27, ..., f(x))

Sabendo que f(x) representa o 10° termo dessa sequéncia, qual o valor numérico de
f(x)?

[IA, — 03] A sequéncia de figuras abaixo representa 0s cinco primeiros passos da
construgdo do conjunto de Sierpinski. Os vértices dos triangulos brancos construidos sdo 0s
pontos médios dos lados dos tridngulos escuros da figura anterior. Denominamos f (x,), f (x,),
f(x3), f(xy) e f(xs), respectivamente, as areas das regides escuras da primeira, segunda,

terceira, quarta e quinta figuras da sequéncia.
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AL L5

Desta forma, determine a figura da sequéncia que representa a area de regido escura

f (xg).

3.4—-UARC-4

Titulo: Modelando a equacao da soma dos termos de uma progressao geométrica finita.

Objetivo: Verificar regularidades para desenvolver a equagdo soma dos termos de uma
progressao geométrica finita.

Materiais: Folha de papel, 1apis, borracha, caneta e calculadora.

Procedimentos: Com o auxilio de uma calculadora, desenvolva os calculos necessarios a partir
da regularidade observada em [I,], e responda as perguntas seguintes.

[1;] Observe a quantidade de triangulos verdes em cada figura.

4 /r/% v
A /\\\ y \L b /AZ\/S/&

FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3

Considerando que, f(x;) = 1 representa a figura 1, f(x,) = 3 representa a figura 2,
f(x3) =9 representa a figura 3, e assim sucessivamente, e que a sequéncias das figuras
formam uma progressdo geométrica de razdo g=3, e com o auxilio de uma calculadora,
responda as questdes abaixo.

[I, — 01] Qual asoma S, = f(x;) + f(x3)?

[I, —02] Qual asoma S; = f(x1) + f(xy) + f(x3)?

[I, — 03] Qualasoma S, = f(xy) + f(xz) + f(x3) + f(x4)?

[I. — 04] Com base nas respostas das questdes anteriores, preencha o quadro a seguir.
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Soma da quantidade de triangulos verdes

Resultado da soma

Sy = fx1) + f(xz)

S3 = f(x) + f(x2) + f(x3)

Sa=f(x1) + fxz) + fx3) + f(xq)

[1,, — 05] Sabendo que a razdo q = 3, qual o valor de g2?

[I,. — 06] Sabendo que a razdo q = 3, qual o valor de g — 1?

[1,, — 07] Sabendo que a razdo g = 3, qual o valor de g% — 1?

[1,. — 08] Sabendo que arazdo g = 3 e f(x;) = 1, qual o valor de f(x;).(q? — 1)?

[1,, — 09] Sabendo que arazdo g = 3 e f(x;) = 1, qual o valor de

fGe)-(a?-1),,
qg-1

[I. — 10] Com base nas respostas das questdes anteriores, preencha o quadro a seguir.

Sendog=3ef(x1) =1

Resultado

q—1

-1

fO). (¢ - 1)

f(x1). (qz -1
q—1

[I,, — 11] Conforme o quadro [I, — 10] e [I, — 04], resultado de

valorde S, = f(x;) + f(x,)?
() Sim.
() Nao.

[1,, — 12] Sabendo que a razdo q = 3, qual o valor de g3?

[I,. — 13] Sabendo que a razdo g = 3, qual o valor de g — 1?

[1,, — 14] Sabendo que a razdo q = 3, qual o valor de g3 — 1?

f(x1)-(q*~1)

€ 0 mesmo

[1,, — 15] Sabendo que arazdo g = 3 e f(x;) = 1, qual o valor de f(x;).(q® — 1)?
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76

fe).@¥-1),
-1 '

[I. — 17] Com base nas respostas das questdes anteriores, preencha o quadro a seguir.

Sendog=3ef(x;)=1

Resultado

fGa).(@° = 1)

fO)-(¢° - 1)
qg—1

[I,, — 18] Conforme o quadro [I, —17] e [I, — 04], resultado de

mesmo valor de S; = f(x;) + f(x,) + f(x3)?

() sSim.
() Nio.

[1,, — 19] Sabendo que a razdo q = 3, qual o valor de q*?

[I,. — 20] Sabendo que a razdo q = 3, qual o valor de g — 1?

[1,, — 21] Sabendo que a razdo q = 3, qual o valor de g* — 1?

3_
f(x1).(g°-1) )
q-1

[I,, — 22] Sabendo que arazdo g = 3 e f(x;) = 1, qual o valor de f(x;).(q* — 1)?

[1,, — 23] Sabendo que arazdo g = 3 e f(x;) = 1, qual o valor de

fGe1)(a*-1),
a-1

[I. — 24] Com base nas respostas das questdes anteriores, preencha o quadro a seguir.

Sendog=3ef(xy) =1

Resultado

q—1

qg*—1

fO).(¢* = 1)
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f(x1). (¢*-1)
q—1

f(x1).(q*-1)

[1,, — 25] Conforme o quadro [I. — 24] e [I. — 04], resultado de € 0 mesmo

valorde S, = f(x;) + f(x,) + f(x3) + f(x4)?
() Sim.
() Néo.
[I,. — 26] E correto afirma que se a quantidade de triangulos de uma figura f(xs) = 81,

5_
entio S5 = (xy) + ) + F(xa) + £(x) + f(xs) = (21
( )Sim.
() Nao.
[I,. — 27] E correto afirma que a soma dos termos de uma sequéncia finita, entdo S,, =

f(xq) + f(x3) + f(x3) + f(x4) + f(x5) + -+ + f(x,), que representa a soma da quantidade de

R . , f(x1).(q" -1
triangulos verdes, sera igual a —(Xl)q(_ql )9

( )Sim.
() Néo.

intervencdo Formalizante
[I; — 04] A soma dos termos de uma progressdao geometrica finita € dada pela

expresséo:

 fG)-(@" 1)
[

Sn

Onde,

S, € a soma dos termos;

f(x1) é o primeiro termo da PG.
q # 1 éarazdo da PG, e

n > 1 é a quantidade de termos.

[IA, — 04] Dada a sequéncia numérica abaixo, determine a soma de todos 0s termos
dessa sequéncia.
(1,3,9, 27,81, 243)
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[IA, — 04] O professor de Matematica solicitou que alguns alunos da turma do 1° ano
do Ensino Médio desenhassem triangulos equilateros de forma que a quantidade de tridngulos
desenhados pelos alunos formasse uma sequéncia em progressdo geomeétrica.

A tabela abaixo mostra a quantidade de triangulos desenhados por estes alunos.

Alunos Quantidade de triangulos
Aluno A 1
Aluno B 3
Aluno C 9
Aluno D 27
Aluno E 81

Qual a soma da quantidade de triangulos desenhados por todos os alunos?

3.5-UARC-5

Titulo: Modelando a equacdo da soma dos termos de uma progressao geomeétrica
infinita

Obijetivo: Verificar regularidades para desenvolver a equacdo soma dos termos de uma
progressao geométrica infinita.

Materiais: Folha de papel, lapis, borracha, caneta e calculadora.

Procedimentos: Com o auxilio de uma calculadora, desenvolva os calculos necessarios a partir
do texto motivador apresentado em [I,], e responda as perguntas seguintes.

[1;] O Infinito

Infinito... Em que € que pensamos quando ouvimos esta palavra? Em nimeros enormes,
incalculaveis, nimeros que nunca mais acabariamos de contar...? Um céu imenso, sem nunca
mais acabar...? Cada um de nds pensara certamente uma coisa diferente, precisamente porque
0 conceito do infinito ndo tem por base nenhuma experiéncia sensivel.

Nenhum assunto provocou tanta polémica e tanta discussdo entre matematicos,
filésofos e te6logos como a ideia de infinito. Grande parte da matematica fundamenta-se no
conceito de infinito... muito embora nada seja mais dificil de definir e a controvérsia a seu
respeito pareca interminavel.

O conceito de infinito surge assim como um dos mais importantes de toda a matematica

e também como um daqueles cujo significado tem sido mais discutido.
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O infinito é uma espécie de enigma matematico, de truque de magia, porque 0 seu
conteudo é inesgotavel. Se retirarmos um elemento a um conjunto infinito restardo, ndo um a
menos, mas exactamente 0 mesmo numero de elementos (e o processo pode ser repetido com
qualquer nimero de elementos, tantas vezes quantas se queira). Foram paradoxos como este
que forgaram os nossos antepassados a terem cuidado com argumentos envolvendo apelos ao
infinito.

Mas de que é que falamos, quando falamos de infinito?

“O conceito de infinito surge, antes de mais, na filosofia com o significado de que néo
existem limites. E a especulagio teoldgica que da a este conceito um contetido positivo de
perfeicdo (ou grandeza) que é impossivel superar”. (Micheli, in Romano, 1997, p. 133)

Fonte:https://webpages.ciencias.ulisboa.pt/~ommartins/seminario/cantor/oguee.htm. Acesso em:
13/04/2022.
Considerando que a quantidade de triangulos verdes forma uma sequéncia numérica

decrescentes, isto é, o primeiro termo f(x;) = 81, o0 segundo termo f(x,) = 27, o terceiro
. . ~ 1 T
termo f(x3) =9, e assim sucessivamente, quando a razdo q = 3 € .como auxilio de uma

calculadora, responda as questdes a seguir.

[1,, — 01] Efetue as divisdes abaixo.
I, — 014] ; =
[1, - 01B] ; =
1
[1,—01C] ==
1
[I, - 01D] - =
[1,, — 02] Com base nas suas respostas na questdo [I,, — 01], conforme aumenta os
denominadores, 0 que ocorre com os resultados da divisdo?

() Aumenta, de forma que fique mais distante de zero.

() Diminui, de forma que se aproxima de zero.

. ~ 1
[1,, — 03] Considerando a razéo q = 3 €C0om 0 uso da calculadora, calcule:

I, —034] ¢* =
I, - 03B] ¢* =
I, - 03C] ¢° =
[I, - 03D] ¢* =

[1,, — 04] Os resultados da questdo [I,- — 01] foram 0s mesmos da questéo [I,. — 03]?
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( )Sim.
( ) Nao.

[I. — 05] Com base nas respostas anteriores, preencha o quadro a seguir.

Razao Resultado

[I,, — 06] Se continuarmos aumentando os expoentes da poténcia de base g, o que
acontece com o resultado?

() Aumenta, de forma que fique mais distante de zero.

() Diminui, de forma que fique muito proximo de zero.

[1,, — 07] Uma vez que o valor q™ se aproxima muito de zero quando o valor de n

aumenta infinitamente, entdo consideramos que q™ = 0, assim, qual o valor de g™ — 1?
[1,, — 08] Qual fracdo representa o valor de 1 — g, quando q = i?

[1,. — 09] Utilizando o resultado da questdo [I,. — 07] e considerado a quantidade de
triangulos f(x,) = 81, qual o valor de f(x;).(1 — q™)?
[1,, — 10] Utilizando o resultado da questéo [I,. — 09] e da questdo [I,- — 08], qual o

valor de M’?
1-q

[I. — 11] Complete 0 quadro a seguir com base nas respostas das questdes anteriores,

considerando q™ = 0.

Termos da Qua_nAtldade f(x1).(1—q")
de triangulos n termos 1-q"
PG 1-¢q
verdes
f(x1)
f(x2)
f(x3)
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f(xa)

[I,, — 12] Considerando as respostas obtidas na questdo [I, — 11], os valores de
W foram todos iguais?

( )Sim.

() Nao.

[I,, —13] Sendo a razédo q =§ e f(x;) =81, com o auxilio de uma calculadora

f(xl)O

determine o valor de =

[1,, — 14] O resultado da questdo [I,- — 13] foi igual ao resultado de %Pqn)?

( )Sim.
() Nao.

Intervencdo Formalizante
[I; — 05] Desta forma, quando uma PG possui infinitos termos, dizemos que a

soma S,, = fl(i‘;), quando 0 < g < 1.

Onde,

f(x1) é o primeiro termo de uma PG decrescente, e g é a razdo da PG.

[IA, — 05] Dada a sequéncia numérica infinita abaixo, determine a soma dos termos
dessa sequéncia.
(243, 81, 27, ...)

[IA, — 05] Considere o padrao de construcao representado pelos tridngulos equilateros

/ \
/. N\ /\ A

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

a sequir.

O perimetro do tridangulo da etapa 1 é 3 e sua altura é h; a altura do triangulo da etapa 2
é metade da altura do tridngulo da etapa 1; a altura do tridngulo da etapa 3 é metade da
altura do triangulo da etapa 2 e, assim, sucessivamente.

Assim, qual a soma dos perimetros da sequéncia infinita de triangulos?



82

4 -~ ORIENTACOES PARA PROFESSORES

Ao considerar as sugestdes e adaptacOes apresentadas pelos professores,
desenvolvemos dois recursos auxiliares que podem contribuir para a realizacdo das atividades
nas cinco UARC’s, tais recursos podem ser utilizados como atividades complementares ou
serem integradas paralelamente no decorrer do desenvolvimento das atividades.

Os recursos auxiliares da SD foram desenvolvidos durante o curso de mestrado
profissional em ensino de matematica da Universidade do Estado do Para, no decorrer da
disciplina de Tecnologias de Informéatica no Ensino de Matematica, no qual, foram
desenvolvidos dois recursos tecnoldgicos a contribuir com o ensino de progressdo geometrica
através dos softwares educacionais GeoGebra® e Scrach®, cuja linguagem de programacao foi

desenvolvida pelo Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT).

Quadro 6: Recursos auxiliares para a sequéncia didatica.

Softwares ) . UARC
o Titulo Endereco eletrénico
Educacionais abordada
Progresséo ) ) UARC-1
Scratch ) https://scratch.mit.edu/projects/731186086/fullscreen/
Geométrica UARC-2
Estudando
as _ Todas as

GeoGebra https://www.geogebra.org/m/jh9fa7hm
Progressoes UARC’s
Geomeétricas

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

O Quadro 6 apresenta as informacOes necessarias para que o professor e os alunos
possam acessar por meio de um smartphone ou computador com acesso a internet, no qual a
interacdo com as plataformas digitais € totalmente por meio dos enderegos eletrdnicos

indicados.

> GeoGebra é um aplicativo de matematica dinamica que combina conceitos de geometria e algebra em uma tnica
GUI. Sua distribuicéo é livre, nos termos da GNU General Public License, e é escrito em linguagem Java, o que
Ihe permite estar disponivel em varias plataformas. Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/GeoGebra >.
Acesso em: 22/08/2020.

8 Scratch é uma linguagem de programacéo criada em 2007 pelo Media Lab do MIT. Desde 2019 o Scratch 3 esta
disponivel on-line e como wuma aplicagdo para Windows, OS X, e Linux. Disponivel em:
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Scratch>. Acesso em: 13/09/2022.
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O recurso auxiliar denominado de Progressdo Geométrica, conforme o Quadro 6, que
foi elaborado através do Scratch, compreende a UARC-1, em que apresenta a formalizacdo do
conceito de razéo de uma PG, e a UARC-2, que apresenta a equacao do termo geral de uma
PG.

Figura 29: Tela inicial do recurso auxiliar no Scratch.

) 0 k0 G O ® 1 G
Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

A Figura 29 apresenta a tela me que o usuario ira se deparar ao acessar 0 enderego
eletrdnico destacado no Quadro 6, em que ird possibilitar que o aluno interaja com a plataforma,
no qual o recurso permite que o aluno passe pelo mesmo processo das UARC-1 e UARC-2 que
compde a SD de maneira digital e dindmica, em que as atividades compostas no recurso
auxiliar, apresentam varios questionamentos de maneira intencional para a formalizagdo do
conceito matematico, isto é, nas atividades elaboradas no Scratch, a plataforma foi programada
para realizar o processo de intervencao (I;, I, I e I¢). Portanto, este recurso torna as atividades
mais atrativas e dindmicas e que permite a triade professor-aluno-saber, além de reduzir o

tempo de aplicagdo das UARC’s, conforme apontado pelos professores avaliadores da SD.
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Ja o recurso auxiliar denominado de Estudando as Progressdes Geomeétricas, conforme
0 Quadro 6, que foi elaborado através do software dindmico GeoGebra, compreende todas as
cinco UARC’s da SD proposta, em que apresenta a exposicao do conceito de razdo de uma PG,
equacdo do termo geral de uma PG, crescimento e decrescimento de sequéncias numéricas em
progressdao geométrica e soma dos termos de uma PG finita e infinita, além de realizar
associacdo com temas distintos dentro da area da matematica e aplicaces, tal exposicao ocorre

através de um livro digital elaborado a partir do GeoGebra.

Figura 30: Tela inicial do recurso auxiliar no GeoGebra.

= GenGebra

PROGRESSAO GEOMETRICA

PROGRESSAO GEOMETRICA

Motivacio Historica
Autor: MarcosBerredo

Progressdo Geométrica Topico: Algebra, Funcdes Exponenciais, Geometria Fractal, Geometria, Matematica, Sequéncias e séries

. . Autor: Marcos Roberto Berredo da Silva
Termo Geral de uma Progressdo Geomé... . i . L

itulo do Livro: Estudando as Progressdes Geométricas

Autores do Livro: Marcos Roberto Berredo da Silva
Soma de uma progressdo Geomeétrica Fi... U .

prog Fabio José da Costa Alves
Cinthia Cunha Maradei Pereira
Progressdo Geomeétrica e a Fungdo Exp... Miguel Chaquiam

Progressdo Geométrica: ATIVIDADES '

Estudando as
Progressoes Geométricas

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

A Figura 30 apresenta a tela inicial que o usuario ira interagir no livro digital elaborado
no GeoGebra, no qual ao decorrer desta interacdo, o aluno tera a sua disposi¢cdo videos
motivadores e com 0 contetido de progressao geometrica, questdes objetivas e discursivas,
interacdo com a geometria dindmica, linguagem algebra-geométrico, entre outros, isto €, 0
professor pode utilizar este recurso como um instrumento complementar da sequéncia didatica
no decorrer da realizacdo das atividades em cada uma das cinco UARC’s, assim, trabalha-se
diversos exemplos distintos, no qual possibilita percep¢des diferentes sobre o conteddo de PG,
conforme apresentam os professores avaliadores da SD.

Outra possibilidade de adaptacdo da sequéncia didatica proposta, € que a partir das
intervencdes iniciais de cada UARC o professor pode fazer uso de materiais manipulaveis para

que os alunos percebam os padrdes e regularidades das sequéncias numeéricas, uma vez que, as
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cinco UARC’s sao baseadas a partir de constru¢bes geométricas associadas a numeros
figurados, assim possibilita que os alunos possam construir tais figura através dos seguinte
materiais: L&pis, Papel, tesoura, régua, cartolina, cola, fita métrica e fita adesiva.

Visto que as atividades juntamente com o material manipulavel direcionam sob
orientacdo dos professores, os alunos para a construcéo do conhecimento matematico de forma
interativa e atrativa, ndo apena visualizando o comportamento das figuras, porém, possibilita
construir tal comportamento.

O principal questionamento é, por qual motivo ndo foi inserido essas adaptagdes na
sequéncia didatica proposta? como resposta, acreditamos que a SD elaborada inicialmente
serve como modelo para ser utilizada em qualquer ambiente escolar e por grupos de alunos
sem a preocupacdo se ha recursos necessarios para a aplicacdo da SD, uma vez que sdo
necessarios apenas as atividades impressas, caneta esferogréfica, papel A4 e uma calculadora
simples.

Por outro lado, com as adaptacdes proposta, deve-se haver uma preocupacao se a escola
poSsui recursos necessarios para a aplicacdo da SD, que na maioria das vezes necessita-se de
verificacdo se ha os materiais necessarios e adequados para a utilizacdo dos alunos, tais como,
computadores com acesso a internet e que possa ser utilizado por todos os alunos
simultaneamente, materiais concretos de uso individual e coletivo, para que a aplicacdo da
sequéncia didatica seja composta por materiais manipulaveis.

Portanto, a sequéncia didatica proposta pode ser aplicada em qualquer ambiente escolar, com
adaptacdes, caso necessdrio, ou ndo, uma vez que, as UARC’s que compde a SD possuem

potencialidades e é adequada para promover o ensino de matematica.
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5 -ORIENTACOES PARA ALUNOS

E de suma importancia que os alunos seguem algumas orientacbes para que
desenvolvam as atividades proposta na SD, de forma que possam tomar como principio 0s
conhecimentos prévios adquiridos como pré-requisitos para obter um conhecimento novo,
assim como, fazer uso de calculadoras em todo o processo de resolucdo das atividades da SD,
uma vez que esse recurso de aprendizagem ira fortalecer o carater investigativos das situacoes
propostas, no qual facilita a observacéo de padrdes e regularidades numéricas.

Desta maneira, desenvolvemos um resumo que os alunos devem recorrer antes de
resolverem as atividades da SD, no qual é composto pelos seguintes contetudos: Potenciacao,
Equacbes e Funcbes Exponenciais, Sequéncias Numeéricas e Numeros Figurados. Assim,
tomamos como base para a descri¢do do resumo os livros de Viana (2020), Bonjorno, Giovanni
e Sousa (2020), Dante (2016), Balestri (2016) e Diniz (2016).

5.1 —POTENCIACAO

Antes de falar sobre potenciacdo e suas propriedades, € necessario que primeiro

saibamos o que vem a ser uma poténcia. Observe o exemplo abaixo:
2.2.2.2=2¢

Note que nesse exemplo o nimero 2 (chamado de fator) se repete 4 vezes em uma
multiplicacdo que pode ser representada da forma como vem depois da igualdade, ou seja,
apenas com o numero 2 elevado a 4 onde esse numero quatro indica a quantidade de fatores
(quantas vezes o0 2 se repete).

A essa representacdo damos o nome de poténcia. Com isso podemos concluir que,
poténcia nada mais é do que a representacdo de uma multiplicacdo de um mesmo ndmero em

n- vezes.

De forma geral, temos:

a“Zta.a.'l. ....a

1
11 - VEZES

J

Vamos conhecer agora as principais partes de uma poténcia, com o seguinte exemplo

abaixo:
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expoente

v
53=5.5.5=125

f .
ba{e poténcia

> Chamamos de base o termo que se repete na multiplicacdo, é o fator da
multiplicacdo.

Nesse caso, a base é o nimero 5.

> Chamamos de expoente ao nimero que fica elevado, ele indica 0 nimero de
fatores da multiplicacéo.

Nesse caso o numero de fatores ¢ "3" ou seja, "5 - 5 - 5" indica que sdo 3 fatores 5, que
possui como resultado 125.

> A esse resultado damos o nome de poténcia, ou seja, é o valor final da

multiplicacdo.

5.1.1 - Propriedades Fundamentais

Poténcia elevada a expoente zero: Quando uma poténcia estiver elevada a xpoente

zero, 0 seu resultado serd sempre igual a 1.

a’=1

]_D
50=1 13°=1 ; [J =1

Poténcia elevada a expoente um: Quando uma poténcia estiver elevada a um expoente

igual a 1, o seu resultado sera sempre a propria base.

211=El
1
- H:l . 191-19
5 5

Poténcia elevada a expoente par: Quando uma poténcia estiver elevada a um expoente
par, o seu resultado serd sempre um ndmero positivo.
3*=3.3.3.3=81
(-3)*'=(-3).(-3).(-3).(-3)=81



88

Poténcia elevada a expoente impar: Quando uma poténcia estiver elevada a um

expoente impar, o seu resultado tera sempre o mesmo sinal da base.
B=4. 4.4 =64

(-4P=(-4) . (-4).(-4)=-64
Poténcia elevada a expoente negativo: Quando uma poténcia estiver elevada a um
expoente negativo, devemos inverter a base da poténcia e trocar o sinal do expoente para

positivo.

(2)‘4 (3)4 3.3.3.3 81
3/ \2) 2.2.2.2 16
Observacdo: Inverter a base de uma poténcia significa trocar, ordenadamente, o

numerador pelo denominador e vice-versa.
Assim, sendo a e b dois niimeros reais, temos:

1\" 1 g-2 1
—-—n — — — — = — = — =
@« = ( ) - (8) 82 64

a an

(=6 — Q) () e
({I)_” (b)n b™ —_— 3\~ 2 NG 42 16
) =) == @ =G -=3=%

Poténcia elevada a expoente fracionario: Quando uma poténcia estiver elevada a um
expoente fracionario, devemos transformar a poténcia em um radical, onde o indice é o
denominador do expoente e o radicando é a base elevada ao numerador do expoente.

65 = 362

Assim: Sejam m e n numeros inteiros positivos, com n > 2. Se a € um namero real

para o qual existe V/a, entdo:

Multiplicacéo de poténcias de mesma base: Para multiplicar poténcias de mesma base,

conservamos a base e somamos 0s expoentes.
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74_ 75 :74+5:79

13 - 133 = 131+3 = 13%

Divisdo de poténcias de mesma base: Para dividir poténcias de mesma base,
conservamos a base e subtraimos o0s expoentes.

am

m . n — ,m-—n —_— =g n
a” : a =ada ou am

58 : 56 = 58~ 6= 52 =25

24-: 27 =24——7=2—3=

1
23 8

Poténcia de poténcia: Para resolver uma poténcia de poténcia, conservamos a base e
multiplicamos os expoentes.

(am)n — am 'n
(32)3 — 32-3 — 36

(10%)° = 10* > = 10%

Poténcia de um produto: Para resolver, devemos elevar cada fator do produto
(multiplicacéo) ao expoente indicado.

(a-b)* = a* - b"
6-9* = 6* - 9
(2-3-5)?%=2%.32.5°

Poténcia de um quociente: Para resolver, devemos elevar cada termo do quociente
(divis&o) ao expoente indicado.

a\" a™
(a:b):a:b :(E):b_n
(5:8)2 = 52: 82 =25:64
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5.2— FUNCAO EXPONENCIAL

Antes de definirmos funcdo exponencial, é de suma importancia que o aluno
compreenda como calcular a raiz de uma equagéo exponencial.
Definicédo: Seja
a € Ra>0ea #1
Chamamos de equacéo exponencial a equacao real definida por:
ax=b
Observacdo: Na equacgdo exponencial a variavel aparece no expoente.
Exemplos:
5=125 ; 16**1=512 ; (3)?=27 ; 10¢*=0,001
Para resolver uma equacdo exponencial, partimos do principio da igualdade: Duas
poténcias de mesma base tem o mesmo valor quando seus expoentes forem iguais.
AT —— XY
bases iguais, expoentes iguais.
3X=3* ——3> x =4 (bases iguais, expoentes iguais).
62X = 6% 3 =3 2x =x—3 (bases iguais, expoentes iguais).
10%-5=10¥"2 ——> 3x -5 =x + 2 (bases iguais, expoentes iguais).
Etapas para a resolucdo de uma equacao exponencial:
a) Usar a decomposicéo (fatoracdo) para igualar as bases.
b) Aplicar as propriedades de poténcias, quando necessario.
C) Aplicar o principio da igualdade.
d) Resolver a equacdo resultante. (1° ou 2° grau)

e) Analisar o resultado encontrado.

Definicéo: Seja
a € Ra>0ea #1
Chamamos de Fungdo Exponencial a funcéo real definida por:

f:R— R}, tal que f(x) = a*
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Observacdo: A base a € sempre positiva e diferente de 1.
Condicéo de existéncia: Base positiva e diferente de 1.
0<a<1le a=#1l
a) f(x)=3* (abaseé 3 - maior que 1).
b) f(x) = (1/5)* (abase € 1/5— menor que 1).
c) f(x)=(4/3)* (abase é 4/3 —maior que 1).
d) f(x) =(0,01)* (abase é 0,01 — menor que 1).

Observe a funcéo f(x) = x2:

Ya

X y=2 (x; y)
3 1 ( 1}

-3 =% = — -3 —
¥ P )

-z 1 ( 1}

-2 =P =2 S P
¥ p =

1 1 [ 1

=i =21 =2 -1:=
¥ 5 "3

0 y=20=1 (0; 1)
1 y=21=2 (1: 2)
2 y=2=4 (2; 4)
3 y=23=8 (3; 8)

Observe que: Se x; < x, temos f(x;) < f(x;) ,ou seja, aumentando os valores de
X, 0s valores de y também aumentam. Nesse caso, dizemos que a funcao é crescente.

Assim: Sea > 1, afuncéo é crescente (base maior que 1).

Observe a funcdo f(x) = G)Z :
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H
X ¥ = [%] (x; v}
-3
-3 | y-= [1] =8 | (-38)
-2
-2 y-= [l] =4 | (-2;4)

=2 (-1; 2)

3)
0 v=[%) -1 (G
z)

1y 1 1
s | v-(3) -5 | [3)
Observe que: Se x; < x, temos f(x;) > f(x;), ou seja, aumentando os valores de X,

os valores de y diminuem. Nesse caso, dizemos que a funcdo € decrescente.

Assim: Se 0 < a < 1, afuncéo é crescente (base entre 0 e 1).

5.3 —SEQUENCIAS NUMERICAS

Para representar uma sequéncia, utilizamos uma regra ou lei de formacdo. Pode ser de

forma matematica utilizando letras e nUmeros para representar 0s termos, mas também escrita.

Exemplo:
(2,5,8,11, 14, ..)

» | 4 v < 4
(2, 2+3, 5+3, 8+3, 11+3,..)

Regra: a partir do primeiro termo, obtemos o proximo somando 3 unidades.

Definicdo: Uma sequéncia numérica ocorre quando o termo seguinte pode ser calculado

em funcéo do anterior.
Exemplos:
a) (2,5,8,11, 14,17, ..);
b) (21,11,1,-9,-19, ...).
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5.4 - NUMEROS FIGURADOS

Observe a seguinte sequéncia de figuras:

E possivel obter uma expressio que permita descobrir o nimero de cubos de qualquer
figura dessa sequéncia?

Figura N° de cubos
1 1+6x0=1
2 1+6 x 1=7
3 1+6 x 2=13
4 1+6 x 3=19
5 1+6 x 4=25
6 1+6 x 5=31
N 1+6 x(n-1)

Obtemos a expressdo: 1+6 x(n-1) = 6n-5 que define a lei de formagao dos cubos da

figura.

5.4.1 - Nameros Triangulares

Observe as figuras abaixo.
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o—@
1 3 b 10 15

A sequéncia dos numeros (1,3,6,10,15,...) é chamada de sequéncia dos numeros
triangulares. Assim, a lei de formacgdo que define essa sequéncia de numeros triangulares e
dada por:

n+1).n
W=y

5.4.2 - Nameros Quadrados

Observe as figuras abaixo.
12 72 32 4
B BN EEND EROE
ElE ENEN ENEON

Essa sequéncia de figuras pode ser representada pela sequéncia numérica:
(1,4,9,186,..)
Neste caso, a sequéncia numeérica que representa a figura é chamada de sequéncia dos
numeros quadrados. Assim, a lei de formac&o que define essa sequéncia de nimeros quadrados
e dada por:

a,=n
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55 - ATIVIDADES DE FIXACAO

Compreendemos também que para o aluno resolva os calculos bésicos que sera
necessario ao resolverem as atividades da SD, faz-se necessario fixar os conhecimentos basicos
atraves de exercicios de fixacdo, uma vez que, a partir desses calculos serdo analisados padrdes
e regularidades existentes no contetido de progressdo geométrica.

5.5.1 - Atividades de potenciacéo

Questdo 01) Calcule as poténcias abaixo.

a) 20 = 0) 30 =
by 2= h 3=
Q) 22= iy 3=
d) 23 = h 33 —
e) 2% = k) 34 =
f) 25 = 1) 35 =

Questdo 02) Escreva na forma de poténcia mais simplificada possivel, com uma unica

base e expoente, as expressoes abaixo.

a) 23.2 j ) (%)—2 _ i) (3222 _
R H o 33= DB =
23 22
© = g 3233 =
d) (232 = h) 323% _
35

5.5.2 — Atividades de fungédo exponencial

Questédo 01) Preencha os quadros abaixo determinando os valores para f(x), dado os

valores de x.



a)

f) =27

f)

b)

f) = =27

f(x)

c)

@) = (=2)"

)

5.5.3 — Atividades de sequéncia numéricas

Questdo 01) Montar as seguintes sequéncias:

a) Sequéncia 1, somar com 3 (2,
b) Sequéncia 2, subtrair de 3 (27,
c) Sequéncia 3, multiplicar por 2 (3,
d) Sequéncia 4, dividir por 2 (512,

96

g f@ =(-1)

f)

h) f(x) = 3.2

X

f)

-2

-1

0

1

2

) fe=3.(2)

X

)

-2

-1
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Questdo 02) Observe as sequéncias e complete-as:
a)(1,3,579, _ )
b) (18, 15,12,9,6,3, )

c)(1,2,4,8,16,_ )
d) (32,16,8, )

5.5.4 — Atividades de numeros figurados

Observe a figura a seguir e responda as questdes 1 e 2.

A L L

FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3 FIGURA 4

Questdo 01) Sabendo que a quantidade de Triangulos Verdes contidos em cada
figura representa um nimero natural, por exemplo:

FIGURA 1: 1 Triangulo Verde

FIGURA 2: 3 Triangulos Verdes

FIGURA 3: 9 Triangulos Verdes

FIGURA 4: 27 Triangulos Verdes

Seguindo 0 mesmo padrao, se tivéssemos apresentado a FIGURA 5, qual seria o

namero natural que representaria a quantidade de Triangulos Verdes?

Questdo 02) Observando a quantidade de Triangulos Verdes em cada figura e
sabendo que sdo representadas por nUmeros naturais, qual padrdo vocé observou para

determinar a quantidade de Triangulos Verdes em cada figura posterior a FIGURA 1?
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6 - CONSIDERACOES FINAIS

Este produto educacional foi desenvolvido a partir de uma pesquisa durante o
curso de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica sobre o ensino de Progresséo
Geométrica, com o intuito de promover a melhoria no processo de ensino e aprendizagem
da matematica.

A Sequéncia Didatica estruturada como Unidade Articulada de Reconstrugdo
Conceitual proposta por Cabral (2017), se fundamenta em estudo minucioso e profundo
do objeto matematico e é constituido por intervencdes que conduzem e permite ao
estudante a construcdo autdbnoma e intuitiva de seu conhecimento em gradativos niveis
de formalizacdo, no qual a oportunidade de se fazer intervengdes orais complementares.

A sequéncia didatica elaborada possui cinco unidades articuladas (atividades) que
de forma simultanea e cooperativa possibilitam interacGes intencionais, através da
investigacdo matematica e do uso de calculadora, entre aluno-aluno e aluno-professor, no
qual estimula a qualidade dial6gica do processo de ensino e aprendizagem e a construcdo
do conhecimento individual e coletivo de maneira autbnoma. Frisamos a importancia da
realizacdo da oficina de conhecimentos basicos que antecede a aplicacdo da sequéncia
didatica, uma vez que, possibilita uma melhor preparacdo cognitiva dos alunos para
adquirirem um novo conhecimento desenvolvido pela SD.

A elaboracdo da sequéncia didatica foi um processo impar, principalmente para a
minha formacdo profissional, no qual, a grande quantidade de elementos teéricos e
praticos que me apropriei possibilitou uma nova perspectiva sobre o processo de ensino
e aprendizagem de matematica, em que alterou o meu fazer pedagdgico, com destaque a
importancia de se continuar a busca por metodologias de ensino que favorecam o0s
processos de ensino e de aprendizagem.

Este produto educacional foi avaliado e validado por um grupo de professores de
matematica, no qual aprovaram a compatibilidade da avaliagdo aplicativa com a
sequéncia didatica proposta, assim como, nas considera¢des positivas da triade didatica,
no qual bordaram de forma subjetiva as contribuicdes da sequéncia didatica para a
interacdo entre o professor, o aluno e o saber.

Destacamos também, buscamos as sugestBes e contribuicdes apontadas pelos
professores avaliadores para apresentarmos possibilidades de adaptacfes que contribuem
para o0 ensino de matematica, bem como, reorganiza as atividades conforme a necessidade

prevista do ambiente escolar e do publico-alvo.
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Ao vivenciar o curso de mestrado, e no processo de elaboragéo e construcao do
texto teorico, percebi a importancia de sempre estarmos refletindo sobre nossa pratica
pedagogica, de se preocupar se de fato nossos alunos entendem o que é explicado em sala,
assim como de se atualizar e trabalhar outras metodologias que venham facilitar a
aprendizagem. Trabalhar com sequéncias didaticas no ensino trouxe grandes
contribuigdes para a minha formacao, pois mudou a minha postura como professor, néo
sendo mais aquele que sé aborda os conceitos no quadro branco e explica, mas sim aquele
que constroi os conceitos junto com os alunos, assumindo assim o papel de professor-

mediador.
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