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APRESENTACAO

O produto educacional intitulado “Uma Sequéncia Didatica para o Ensino de
Congruéncia de Triangulos com uso de Malha Isométrica” trata-se de uma
construcdo estruturada com Unidades Articuladas de Reconstru¢cdo Conceitual. que
experimentada e validada durante uma pesquisa de Mestrado Profissional em
ensino de Matemética do Programa de Pds-graduacdo em Ensino de Matematica da
Universidade do Estado do Pard. Nessa pesquisa, este produto apresentou
potencialidades didaticas e pedagdgicas no ensino de geometria e mais
especificamente para o ensino de Congruéncia de Triangulos.

O material a seguir apresentado destina-se para professores e estudantes da
Educacdo Basica especificamente para ensino e aprendizagem de Congruéncia de
Triangulos. Como recurso didatico, adotou-se a Malha Isométrica, formada por
triangulos equilateros na qual € possivel construir diversas figuras geométricas,
incluindo triangulos.

O professor que adotar este produto estara proporcionando a seus educandos
um instrumento de ensino e aprendizagem de Congruéncia de Triangulos
experimentado e validado com potencialidades didaticas que envolvem a relacdo

entre aluno, professor e saber matematico:

Aluno Professor Saber
Aprendizagem por Maior interagao Apresentacao de
meio de manipulacédo professor-aluno; diferentes

e investigacao;
Aprendizagem
colaborativa;

Estimulo da
curiosidade;
Mobilizagao de

conhecimentos base;
Processo interativo
de aprendizagem;
Gradual formalizacéo
de conhecimentos;
Promocéo de
envolvimento dos
alunos com o que
estd sendo estudado;
Desenvolvimento
vocabular cientifico.

Feedback durante o
processo de ensino,
podendo intervir;
Material didatico e
recurso didatico
eficiente para 0
ensino;

Cria maior
desenvoltura
vocabular do
professor;
Proporciona ao
professor uma

postura de mediador
da aprendizagem;

abordagens sobre
objeto  Congruéncia
de Triangulos;

Gradual formalizacéo

da ideia de
congruéncia de
tridangulos por meio
da razao de

semelhanca igual a 1;
Conexdo com outros
outros objetos
matematicos;

Compreensao visual
e empirica da

Congruéncia de
Triangulos em
diferentes
transformacodes

isométricas.



Neste material também disponibiliza-se uma sec&o sobre o0 objeto matematico
Congruéncia de Triangulos com um estudo historico, epistemoldgico e tedrico sobre
esse objeto. Aliado a isso, primeira se¢do tem-se toda a fundamentacao tedrica e
metodoldgica da Sequencia didatica, seguida de toda instrucdo de aplicacdo e
material para ser reproduzido para os educandos.

A sequéncia didatica a seguir apresentada possui trés atividades que de
forma gradual e colaborativa conduzem para o alcance das habilidades necessarias
para a aprendizagem de Congruéncia de Triangulos, quais sejam sua definicdo e os

casos de Congruéncia de Triangulos.

Nilson Osvaldo Gama Santa Maria
Miguel Chaquiam
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1 APORTES TEORICOS E PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste primeiro capitulo apresentamos a fundamentacdo tedrica e
metodoldgica que embasou a construgdo deste produto educacional. Considerando
que em nosso Programa de Pé6s- Graduacdo existe uma estrutura metodolégica de
pesquisa sendo construida e reconhecida no meio cientifico da Educacéo
Matematica, nos baseamos em trabalhos anteriores que desenvolveram pesquisa
deste mesmo carater na area de ensino de matematica para outros objetos
matematicos. Nesta pesquisa, 0 enfoque é o ensino de Congruéncia de Triangulos,
mas o percurso metodoldgico é similar ao desenvolvido por Silva (2020) e publicado
em Silva, Chaquiam, Cabral (2022).

Nessa estrutura metodoldgica, partiu-se de uma pesquisa preliminar
composta de:

a) Revisao de estudos sobre pesquisas que envolvam o ensino de determinado
objeto matematico;

b) Andlise de livros didaticos, para avaliagdo do material que vem sendo
adotado na rede publica de ensino;

c) Pesquisa de campo com estudantes e/ou professores, para diagnosticar
dificuldades de ensino e aprendizagem, tendo como base o curriculo escolar
de Matemaética;

d) Estudo do objeto matematico nos aspectos histéricos e epistemoldgicos.

Apés o estudo preliminar, houve a construcdo desta sequéncia didatica planejada
conforme modelo estruturante desenvolvido por Cabral (2017) e fundamentada em
teorias a seguir apresentadas nas subsecdes deste capitulo. Nessa construcdo, as
evidéncias levantadas na pesquisa preliminar também sao consideradas, haja vista
que a proposta € colaborar na superacdo de dificuldades de ensino e de
aprendizagem em Matematica, lancando intervencédo cientifica sobre a Matematica
escolar, neste caso sobre o ensino do objeto matemético Congruéncia de
Triangulos.

Para melhor compreensédo do processo de validacdo deste produto, acessar a

dissertacao “Ensino de Congruéncia de Tridngulos com uso de Malha Isométrica”.
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1.1 TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

A Teoria das Situacbes Didaticas (TSD) desenvolvida por Guy Brousseau
surgiu com perspectivas que dialogavam em muitos pontos com as teorias de Piaget
e Vygotsk sobre o desenvolvimento do pensamento do educando. Em Brousseau
(1986) existe uma preocupacdo com a didatica de sala de aula, considerando as
contradicbes e dificuldades da sociedade humana em que a aprendizagem é
desenvolvida, sendo esta uma resposta a ldgica interna da situacao didatica ou
adidatica que dé significado ao que é aprendido.

Neste sentido, Brousseau descreve:

as situacbes em que o aluno se encontra em ambiente escolar, assim como
a clareza do contrato didatico que o aluno e professor estabelecem na
construcdo do aprendizadol...]Jo aprendizado ocorre quando o aluno comega
a se adaptar a um ambiente, essa adaptagdo traz ao aluno novos desafios
gue quando superados mudam as estruturas cognitivas do aluno resultando
no aprendizado. (Chaquiam et al, 2020, p. 6)

Nas situacdes didaticas, isto é, as criadas intencionalmente pelo professor
deseja-se criar diferentes formas de desafios e adaptacbes. Segundo Amouloud
(2007) ha quatro situacdes a saber: a) de acdo, as de interacdo sobre o meio
didatico; b) de formulacdo, momento de discussdo e formulacdo de ideias; c) de
validacéo, elaboracdo de um modelo, generalizacdo de um padréo observado; d) de
Intitucionalizacdo, sistematizacdo e formalizagdo de conhecimentos. Segundo
Chaquiam et al. (2020), nessa configuracdo, o aluno é inserido em uma simulacéo
de atividade cientifica com formulacdo de hipéteses até a construcdo de modelos,
tendo o professor como intermediador do processo de construcéo do saber.

Assim, a intencdo de aprendizagem conduz ao planejamento das situacdes
criadas. Essas situagbes envolvem trés elementos, estabelecendo “uma ftriplice
alianca entre elementos essenciais desse fenémeno: o professor (conhecimento
educacional), o saber (conhecimento escolar) e o aluno” (SILVA, CHAQUIAM,
CABRAL, 2022, p. 20). Esses elementos estabelecem relagbes entre entre si e entre

o Milieu, meio didatico, conforme ilustrado na figura 1:



Figura 1- Triplice alianca: Professor-aluno-saber

Transposicao
Didatica
RELACAC
EPSTEMOLOGICA

Conhecimento
Escolar
(SABER)

MILIEU

Objetivos, planejamento,
recursos didaticos,

Aprendizagem
RELACAO
ALUNO-SABER

12

instrumentos de avaliacido,

concepcbes de
aprendizagem, metodologia
de ensino.

Conhecimento
Educacional
(PROFESSOR)

Comunicacéo
RELACAO
PEDAGOGICA

Fonte: Silva (2020)

Pela figura 1, temos que entre o saber e o aluno existe uma relacdo de
aprendizagem, entre o professor e o aluno uma relacdo pedagdgica e entre o
professor e o saber uma relagdo epistemoldgica onde € promovida a transposi¢ao
didatica, isto é, a aproximacgao entre o saber cientifico e o saber escolar. Essas trés
relacBes permeiam o Milieu criado pelo professor, que esta diretamente ligado a seu
modo de ensinar, modo este que passa suas concepcdes formativas e escolhas
metodoldgicas.

A para Pais (2018, p. 18), no que se refere as escolhas metodoldgicas e a
transposicdo didatica, fala que se faz necessario um permanente espirito de
vigilancia que deve prevalecer ao longo de toda andlise didatica, diferenciando-se o
que é saber cientifico e 0 que é saber ensinado, observando que alguns objetos
matematicos podem servir meramente como recurso para facilitar a aprendizagem, o
gue chama de criacdes didaticas.

llustrando com a nossa tematica, queremos tratar didaticamente o objeto
cientifico Congruéncia de Triangulos de modo que o educando seja capaz de
reconhecer seu significado em situagdes praticas de sua realidade e sua utilidade na
aprendizagem de outros objetos matematicos, dando uma visdo conectada entre 0s
conteudos matematicos escolares e menos fragmentada. Essa conexdo pode é
indicada no curriculo de Matematica do Ensino Fundamental: “(EFO8MA14)
Demonstrar propriedades de quadrilateros por meio da identificacdo da congruéncia
de triangulos.” (BRASIL, 2017, p. 316).

Considerando-se 0 meio didatico associado as relacdes professor-aluno-
saber, apresenta-se na secao 1.2 a escolha metodoldgica de ensino adotada nesta

pesquisa, Sequéncia Didatica estruturada por UARC.
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1. 2 UARC EM SEQUENCIAS DIDATICAS

Faz-se importante evidenciar aqui que existe um apelo das atuais orientacoes
curriculares para um exercicio efetivo da linguagem matematica, comunicar
matematicamente significa argumentar e negociar ideias proprias (intuitivas dos
educandos). Para que isso ocorra, as habilidades que os estudantes precisam
desenvolver exige que o professor crie situagcbes em que o educando resolva

problemas e investigue.

Para que esses propésitos se concretizem nessa area, 0s estudantes
devem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacéo, de
construcdo de modelos e de resolugdo de problemas. Para tanto, eles
devem mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar, argumentar,
comunicar e, com base em discussdes e validacdes conjuntas, aprender
conceitos e desenvolver representacbes e procedimentos cada vez mais
sofisticados. (BRASIL, 2017, p. 519).

Ocorre que essa € uma tarefa que exige um envolvimento suficiente e
necessario para que o educando externalize seu modo proprio de pensar, sendo
colocado num ambiente propicio a reflexdo. Para ser mais claro, na pesquisa de
Silva (2020, p.145) esse ambiente precisa contribuir, dentre outros fatores, para que

o educando possa desenvolver:

- Valores sociais de autonomia, autoconfianca, cooperacao, senso critico;
- Didlogo, discussoes e validacdes conjuntas;
- Habilidade de comunicar e argumentar em lingua materna e linguagem
matematica, elaborando, interpretando e convertendo diferentes representacoes;
-Oportunidade de aprender com o0s erros;
-Lideranca entre os pares;
-Engajamento coletivo.

As Sequéncias Didaticas muito conhecidas no ambiente educacional e
académico, no ensino de Matematica, em especial, fornecem a possibilidade de o

professor desenvolver um ensino planejado e sistematizado e:

essa sistematizacdo proporcionada pela sequencia didatica possibilita ao
professor organizar as atividades de ensino em fungdo dos ndcleos
tematicos — dimensdo conceitual dos objetos de estudo — e dos
procedimentos estruturais — dimensao técnica e estética (CABRAL, 2017, p.
31)
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Para Costa e Goncalves (2022) o termo Sequéncia Didatica (SD), dentro do
campo da Educacdo Matematica, tornou-se um conceito por mobilizar, dentro de si,
certas dinamicas e relagbes com outros conceitos, além de em sua estrutura
agregar-se outras perspectivas tedricas. Assim, a estrutura de uma sequéncia
didatica dependera do aporte tedrico em que se baseia.

Embora essa seja uma grande contribuicdo e alternativa que esteja disponivel
em pesquisas sobre ensino de matematica (vide se¢do 2.1), para uma reaplicacdo
nem sempre é evidente para um professor da educacao basica, por exemplo, como
reaplicar em suas aulas tais materiais, haja vista que nessa aplicacdo seja
necessaria uma consciéncia epistémica que é inerente a quem planejou as
atividades didaticas.

Na estrutura proposta por Cabral (2017) é apresentada uma maneira de
articular atividades de Sequéncias Didaticas para a constru¢cdo de um conceito, por
meio de um roteiro de intervencdes escritas, bem como a instru¢cdo da mediacéo oral
gue o professor deve recorrer sempre que perceber que o educando sozinho ou com
seus pares nao alcanca ou se desvia do objetivo da atividade. Essa maneira de
articular Sequéncias Didaticas € nomeada como Unidades Articuladas de
Reconstrucdo Conceitual (UARC) e tem as seguintes fases apresentadas no Quadro
1

Quadro 1 - Etapas de construcéo de Sequéncias Didéticas.

Os alunos recebem do professor uma descricdo minuciosa da
Primeira fase | relevancia do projeto de ensino em questdo bem como dos
objetivos, estrutura e condicdes coletivas de producdo dos
saberes envolvidos.

A produgdo inicial, guarda as intervengbes que visam
diagnosticar as capacidades ja adquiridas pelos alunos em
Segundafase | relacdo ao género objeto de ensino e, além disso, procura
adequar as acfes de ensino posteriores a partir das quais se
pretende atingir 0s objetivos de aprendizagem.

_ Desenvolvimento dos médulos — na qual serdo ministradas as
Terceira fase oficinas que se constituem em diversas atividades, relativas
ao desenvolvimento das capacidades de linguagem,
envolvendo as trés praticas linguisticas: leitura, producéo e
analise da lingua. (Neste caso, linguagem matematica )

A producdo final, na qual o aluno coloca em pratica os
Quarta fase conhecimentos adquiridos e, juntamente com o professor,
avaliam os progressos alcancados.

Fonte: Adaptado de Cabral (2017, p. 34)
Chamamos a atencdo do leitor para o apelo ao desenvolvimento da

linguagem na construcdo de sequéncias didaticas. Perceba na primeira fase que o
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educando é consciente do que vai aprender, na segunda fase os conhecimentos
base sdo mobilizados e/ou nivelados, na terceira fase os novos conhecimentos séo
construidos por meio de discussdes e registros escritos, por fim, na quarta fase,
professor e alunos chegam a um consenso do que seria esse novo conhecimento.

Perceba também que as fases apresentadas no Quadro 1 possuem
similaridades com as situacfes da TSD, apresentadas na secdo 1.1. Essas fases
sdo caracterizadas pelo tipo de intervencdo que for utilizada, como ilustramos no
Quadro 2.

Quadro 2 - As intervencfes da UARC

Inicial - é a primeira peca de jogo de ideias na
esfera do discurso dialégico-didatico que serve de
aporte para que o professor estimule o aluno a
perceber de maneira empirico-intuitiva as
regularidades funcionais de um conceito.
Exploratéria - tem com objetivo aprofundar olhar
do aluno, ndo serdo dadas por meio de
guestionamentos, mas a partir da solicitagdo da
execucdo de certos procedimentos por parte dos
alunos. Aqui os alunos séo convidados para fazerem
simulacoes, experimentacoes, descrigoes,
preencher tabelas, elaborar gréficos e observacdes.
Reflexiva - sempre se materializa por meio de um
guestionamento. Esse questionamento se refere a
um ou mais aspectos relacionados ao conceito
objeto de reconstru¢cdo. O aluno € estimulado
durante todo o tempo do jogo da aprendizagem em
refletir sobre o que esta fazendo e as consequéncias
desse fazer sobre outros aspectos da atividade que
ESCRITAS se desenvolve.

Formalizante o professor, que orienta o
pensamento mediado pela sequéncia didatica, se
apropria dessas verdades ‘“empirico-intuitivas”
(sugeridas pelos alunos) e, a partir delas, enuncia o
gue chama de Intervencdo formalizante. Aqui o
professor reelabora as verdades “redescobertas”
pelos alunos com as vestes da formalidade
Matematica. Aqui as percep¢bes dos alunos séo
consolidadas com uma linguagem mais abstrata que
procurar satisfazer as exigéncias do saber
disciplinar formal, axiomatico, préprio da natureza
matematica.

Avaliativa Restritiva - concebidas com a
finalidade de se estabelecer um primeiro parametro
de afericdo de aprendizagem do conceito objeto de
Pos-formais reconstrucdo. Trata-se de uma espécie de
“primeiros passos” para se checar os rudimentos do
conceito em tese apreendido. A énfase nesse
momento é para as implicacbes conceituais do

Pré-formais

Formal
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objeto reconstruido e para as propriedades
operacionais com a manipulagdo de algoritmos
envolvidos.

Avaliativa Aplicativa - a finalidade é a Resolugéo
de Problemas de Aplica¢do. Aqui temos o nivel mais
elevado de avaliagdo do processo de apreensao
conceitual. O aluno precisa ser capaz de mobilizar
as nocdes conceituais associadas as propriedades
operacionais decorrentes (algoritmos) em situacdes
gue envolvam resolucdo de problemas aplicados
aos diversos contextos reais e/ou abstratos
adequados ao seu nivel de ensino.

[-OMO - O aluno é envolvido numa espécie de
“ping-pong discursivo” provocado, por um lado,
pelas Intervencbes  Estruturantes que  se
materializam de forma escrita nas Sequéncias
Didaticas e, por outro lado, num tipo oculto de
intervencdes ao texto da Sequéncia Didatica
denominado de Intervencdes Orais de Manutengéo
Objetiva  (I-OMO). Essas intervencdes sao
extremamente necessarias, pois ajudam o professor
a modular as aproximacgdes e distanciamentos dos
alunos em relacéo aos objetivos de aprendizagem.

ORAIS Todos os niveis
de formalizagao

Fonte: Adaptado de Cabral (2017)
Note, pelo quadro 2, que as I-OMOS, nada mais sao do que um reforco para

as demais intervencdes estruturantes que vao escritas ao longo da atividade, sendo
elaboradas pelo professor durante a mediacdo. As intervencdes exploratoria e
reflexiva, ndo possuem necessariamente uma ordem de proposicdo, mas
distinguem-se, respectivamente, pelo “fazer’ e o “pensar sobre o que fez’, o que
pode ser feito conjuntamente, ou alternadamente quantas vezes for necessario,
como pecas estratégicas desse jogo didatico. A intervencdo formalizante tem o
mesmo carater da situacdo de Intitucionalizacdo da TSD (secdo 1.1), sendo o
momento exclusivo do professor apresentar as definicdes e propriedades com o
devido formalismo matemaético.

O ping-pong discursivo proposto pela UARC tem intengcdo de elevar a
“segurancga conceitual e algoritmica do aprendiz” (CABRAL, 2017, p. 50). Neste
sentido elaborar questbes que o educando tenha que contruir respostas cada vez
mais sofisticadas é fundamental. Responder apenas sim ou ndo basta, é preciso
fazé-lo explicar seu raciocinio, estratégias adotadas, quais conhecimentos foram
mobilizados para formular suas respostas. Para tanto, as questdes/intervencdes
possuem uma intencdo didatica, por meio das respostas orais ou escritas do

educando é possivel verificar o nivel epistemoldgico de aprendizagem.
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Assim, na proxima secao, apresentamos como é a analisado esse nivel de

aprendizagem por meio do discurso dos aprendizes.

1. 3 ANALISE MICROGENETICA E ANALISE DO DISCURSO

Como enfatizado até aqui, nosso objetivo € elaborar uma sequéncia didatica
para o ensino de Congruéncia de Triangulos que possa promover uma
aprendizagem auténoma e colaborativa por meio da interacéo dialégica aluno-aluno
e aluno-professor.

Para tanto, na fase de construcdo e planejamento da sequéncia didatica o
discurso do professor € impregnado de intencdes didaticas. Essas intencbes
didaticas estdo diretamente ligadas aos objetivos de aprendizagem, habilidades e
competéncias a serem desenvolvidas, muitas previstas no curriculo escolar de
Matematica. Para ser mais claro, por exemplo, se o objetivo da atividade é fazer que
o aluno compreenda a no¢édo de semelhanca e congruéncia, as intervencées devem
inserir o educando numa situacdo de construcdo/observacdo que ele possa
responder perguntas do tipo: Quais diferencas ou semelhancas entre determinadas
figuras? O que diferencia um determinado grupo de figuras de outro grupo? O que
vocé faria para que determinada figura atendesse a determinado critério? O que falta
em determinada figura para que ela atenda a determinada condicdo? Perceba que
nenhuma dessas perguntas poderiam ser respondidas com um simples “sim” ou
“nao”, & necessario refletir e estabelecer conexdes para elaborar as respostas.

O mais desafiador é que a resposta pode nao ser a “desejavel”’, mas saber o
entendimento do educando da ao professor a oportunidade de “um feedback
imediato de como a aprendizagem esta ocorrendo, podendo intervir para que o
conhecimento ndo se sedimente de forma equivoca;” (SILVA, 2020, p. 147).

Assim, na fase de experimentacdo de nossa pesquisa feita com estudantes
do oitavo ano do ensino fundamental do ensino regular, serdo organizados em
grupos de 3 a 5 alunos, para que interajam entre si. Todos os episodios didaticos
serdo gravados em audio e o anonimato dos sujeitos preservado. As falas dos
sujeitos serdo chamadas de turnos, as discussfes feitas a respeito de cada
intervencdo escrita, chamadas de seguimentos e cada UARC (atividades)

chamaremos de episodios.
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Goés (2000) apresenta a Analise Microgenética como uma forma de coletar e
tratar indicios de aprendizagem em episodios didaticos e é aporte de grande
influéncia no constructo proposto por Cabral (2017). Goés (2020) enfatiza que essa
maneira de construcédo de dados requer atencéo a detalhes para que os recortes de
episodios interativos, chamados de micro eventos, revelem as relacdes
intersubjetivas e as condi¢cbes sociais da situacdo. Este autor recorre a Vygotsky
para justificar que é uma analise genética por considerar que os discursos resultam
de eventos sociais e culturais singulares para cada individuo.

Para complementar a andlise de dados, agregaremos a Analise do Discurso,
segundo Mortimer e Scott (2002) para validacdo de nosso constructo. A Analise
Microgenética e a Andlise do Discurso, segundo Chaquiam et al. (2020) se
mostraram eficazes para verificagdo de potencialidades do desenvolvimento de
sequéncias didaticas. Apresenta-se na figura 2 a estrutura de analise de episédios

didaticos estabelecida por Mortimer e Scott (2002).

Figura 2 - Analise do discurso em episédios didaticos.

* Engajar os estudantes; explorar ideias ¢ situagoes especificas; oportunizar aos
Intengies do professor estudantes de falar ¢ pensar frente novas ideias; dar suporte para aplicar 1deias
noutros contextos, ete.

Foco no Ensino

Conteddo # Descrigio; Explicacio; Generalizacio.

e Interativo / dialogico: Professor ¢ estudantes exploram ideias, formularam
perguntas auténticas ¢ oferccem, consideram ¢ trabalham diferentes pontos de
vista.

* Nio-interativo / dialogico: Professor reconsidera, na sua fala, varios pontos de

Abordagem vista, destacando similanidades e diferencas.

comunicativa * [nterative/de autondade: Professor geralmente conduz os estudantes por meio
de uma sequéncia de perguntas ¢ respostas, com o objetivo de chegar a um
ponto de vista especifico.

e Nio-interativo [ de autoridade: Professor apresenta um ponto de wvista
especifico.

Abordagem

* Defimir padroes entre aluno-professor, a exemplo, iniciahzagio pelo professor,
ora pelo aluno, com feedback para prosseguimento da fala pelo aluno e
avaliagio pelo professor. O principal padrao de interagio € o I-R-A (iniciagao

Padries de interacio do professor (I), resposta do aluno (R) e avaliagio do professor (A)); esse

padrio pode ser desdobrado ou alterado, na formacio de cadeias de discursos

vanados {debates) em que as respostas ¢ réplicas constroem conhecimento, a

saber, o padrio ndo tnadico I-R-F-R-F, sendo feedback (F).

Acies

e Interagdes entre professor ¢ aluno que tem por finalidade, dentre outras,
ntroduzir um termo novo; diferenciar significados; compartilhar resultados
dos grupos; solicitar esclarecimentos: sintetizar resultados, cte.

Intervencies
do professor

Fonte: Silva, Chaquiam, Cabral (2022, p. 25)

Perceba que nesse tipo de analise varios elementos sao reunidos para que se
desenvolvam as conclusdes sobre a aprendizagem, sendo uma analise em trés
perspectivas: Ensino, Abordagem e Ac¢Bes. Na perspectiva do ensino é analisada a

maneira como o professor envolve os educandos de modo a participarem da aula,
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estabelecendo suas intencdes de ensino e desenvolvimento de conteddos a serem
abordados.

Quando o enfoque passa a ser a abordagem ocorre uma espécie de
modulacdo da interacdo, as abordagens comunicativas, interativa ou nao interativa,
referem-se a ocorréncia ou ndo de dialogo entre os sujeitos aluno-aluno e aluno-
professor. Quanto a abordagem ser dialégica ou de autoridade refere-se a
ocorréncia ou ndo negociacao de ideias, isto é, o jogo didatico passa por um intenso
debate chegando a um 4pice de consenso de ideias em que s0 resta a formalizagcéo
feita pelo professor. Deste modo existe quatro possibilidades de abordagem
comunicativa: interativa/dialogica, interativa/de autoridade, ndo interativa/dialogica e
nao interativa/de autoridade.

Ao analisarmos na perspectiva das acdes verificamos os padrdes de
interacdo estabelecidos por meio das intervencbes do professor. Essas
intervencdes, como nas intervencdes da UARC, possuem uma intencdo que vai
conduzindo o discurso do educando. Logo, dependendo da intencdo da interacdo os
padrées de comunicagdo mudam. Ao analisarmos essas mudancas de padrao
podemos definir o nivel epistemolégico de aprendizagem do educando sendo que
basicamente ocorrem dois tipos de padrao de comunicacéo a saber: I-R-F (Iniciacao,
Resposta, Feedback) e I-R-A (Iniciacdo, Resposta, Avaliacdo). Esses padrbes vao
sendo combinados formando cadeias discursivas ou debates em torno do objeto de
estudo.

O debate criado durante a execuc¢ao das atividades vao revelar em que nivel
de epistemoldgico de aprendizagem o aluno se encontra. Mortimer e Scott (2002)
definiram esses niveis como sendo perceptivo/intuitivo, empirico e teorico. Esse
modo de analise pos-experimentacdo coaduna com os niveis de formalizacdo da
UARC apresentado na secdo 1.2. Para melhor compreenséo de como a estrutura

metodoldgica aqui adotada se baseia, apresentamos o quadro 3.

Quadro 3 - Conexdes entre a construcdo da SD e a Andlise de resultados.

TSD UARC A Dcom AM Intencéo do
Situacao Intervencéo Interacdo Professor
Acdo nioial | Pré | merava | R e M quanto
& Formal | Dialdgica °p ; q
/ Intuitivo emocionalmente.
Formulagéo Exploratdria pre- Interativa Enfase no .éfr?;Z?tar ag pri?jzlizg]a 2
& P Formal | Dialdgica Empirico P

argumentos dos alunos.
Validacao Reflexiva Pré- Interativa Enfase no e Dar oportunidades ao aluno de
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Formal | Dialogica / Perceptivo falar, refletir e expor suas

Interativa de | / Intuitivo ideias em pequenos grupos ou

Autoridade turma.

e Estabelecer a visdo cientifica
por meio da formalizagdo e
NZo- generali_za(;éo dos conceitos
Institucio- . Interativa Enfase no p_ret_en_dldo.s do saber escolar
. ~ Formalizante | Formal e disciplinar;
Nalizagdo /de Tedrico -

Autoridade oT.rar!sfferlr para o aluno o
significado do saber escolar
elaborado e controle pelo uso
e aplicacdo desse saber.

Monit t Interativa Perceptivo oAvaIia_r a n(]jok?_ili_zaigéo de
Prgzlezrsirglegaz Avaliativa PGs- Dlalég!ca/ /IntU|t_|vo ;?ggreigg:des doeslglt:();gre Sescolaer
- Formal | Interativa de | Empirico e . ~ i
aprendizagens Autoridade Tedrico elaborado em situagBes reais
e/ou ficticias.

Acgéo Fcljrrﬁr}]_al Interativa Perceptivo | e Balizar o aluno de modo que
Formulagéo IOMO Dialdgica / / Intuitivo este permaneca numa
Validacédo P6s- Interativa de | Empirico e trajetéria proxima a pré-

Formal Autoridade Teodrico estabelecida pelo professor.

Fonte: Silva (2020, p. 116)

No quadro 3 apresenta-se as conexdes entre os aportes adotados na
construcdo e na analise da Sequéncia Didatica. Perceba que a énfase na interacédo
dialégica durante todo o percurso metodolégico requer do professor um dominio
sobre o0 objeto matematico que vai além do que esta posto nos livros, € necessario
pensar sobre a base cognitiva do educando, sobre uma iniciacdo que envolva 0s
educandos, um ambiente de comunicacdo sadia em que o modo de pensar seja
respeitado, onde o erro seja uma possibilidade de rever as conclusdes. Para Silva
(2020), nessa estrutura metodologica o professor ganha no sentido de ter visao
sistémica do processo, considerando formas de pensar diferentes da dele e
tornando-se mais experiente frente as dificuldades de ensino e de aprendizagem.

Tendo em vista que os principais dados analisados nesta pesquisa sdo as
falas dos sujeitos em lingua natural, consideramos que Silveira (2015, p. 39) explica
gue é por meio da lingua que em seu discurso o sujeito resignifica, reconhece e
estranha as suas proprias palavras e a dos outros, formando teias de sentidos e
negociacao de vozes impregnadas de heterogeneidade. Essa perspectiva enriquece
a nossa visdo da contribuicdo da analise microgenética, que valoriza aspectos
socioculturais (essencialmente heterogéneos) proprios de cada individuo que
possam modular seus discursos.

Na secdo que segue apresentamos a Sequéncia Didatica para o ensino de
Congruéncia de Triangulos com as devidas instrucdes ao professor e com o material

escrito a ser reproduzido para o estudante e para professores.
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2. SEQUENCIA DIDATICA

Nesta secdo apresentamos a Sequéncia Didatica objeto de estudo desta
pesquisa, baseando-nos nos aportes tedricos e metodologicos apresentados na
secédo 1 e nos estudos realizados durante a pesquisa de mestrado.

Para aplicacdo da Sequéncia Didatica que apresentamos se faz necessario
gue os sujeitos tenham conhecimentos base sobre a condicdo de existéncia de um
triangulo, representacdo de lados e angulos de um triangulo, soma das medidas dos
angulos internos de um tridngulo qualquer, transformacdes geométricas e
representacdo algébrica.

As atividades foram embasadas em nossas pesquisas preliminares e nas
indicacbes das diretrizes curriculares para 0 ensino de matematica no Ensino

Fundamental sobre a manipulagéo de transformacdes isométricas.

Em relacdo ao pensamento geométrico, eles desenvolvem habilidades para
interpretar e representar a localizacdo e o deslocamento de uma figura no
plano cartesiano, identificar transformacdes isométricas e produzir
ampliacdes e reducdes de figuras. Além disso, sdo solicitados a formular e
resolver problemas em contextos diversos, aplicando os conceitos de
congruéncia e semelhanca. (BRASIL, 2017, p.527)

A sequéncia é composta por trés atividades conforme o quadro a seguir:

Titulo Objetivo de Material Tempo estimado
aprendizagem
UARC 1 E | Definir  triangulos | Material impresso, | 2 h/a de 45 min
semelhante, mas é | congruentes caneta ou lapis.
congruente?
UARC 2: Como | Estabelecer Régua, lapis, | 3 h/a de 45 min
saber se dois | critérios suficientes | material impresso,
tridngulos séo | para ocorréncia de | folhas extras de
congruentes se eu | congruéncia de | malha triangular.
nao sei todas as | tridngulos.
medidas?
UARC 3: Caso Identificar caso de | Régua, lapis, 1 h/a de 45 min
especial de congruéncia em material impresso,
congruéncia de triangulos folhas extras de
triangulos. retangulos. malha triangular.

Apresentamos a seguir cada uma das atividades como um roteiro de

aplicacao.
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2.1 MATERIAL DO PROFESSOR

A seguir apresentamos as instrucdes de aplicacdo da Sequéncia Didatica ao
professor.

2.1. 1 UARC 1: E parecido, mas néo € igual.

Objetivo: Definir triangulos congruentes

Material: Material impresso, caneta ou lapis.

Procedimento: Apés a formacdo de grupos e distribuicdo do material impresso da
atividade, o professor deve ler o comando da primeira questdo em que 0S
estudantes fardo comparacdes entre cada figura do quadro e a figura de referéncia,
conforme o comando da questéo 1.

Nas intervencgOes reflexivas, questdes de 2 a 5, 0s estudantes devem
perceber que a semelhanca tem a ver apenas com a forma, e que a forma pode ser
preservada mesmo que a figura seja ampliada ou reduzida segundo uma razdo de
semelhanca. Devem concluir também que quando ndo ocorre mudanca no tamanho
da figura semelhante, a razdo de semelhanca é igual a 1.

Na questdo 6, os estudantes deverdo organizar suas observacdes num
quadro e concluir quais figuras atendem a trés critérios: mesma forma, angulos e
lados correspondentes de mesma medida.

Nas questbes de 7 a 8 os estudantes deverdo sistematizar a sua ideia pré-
formal do que seriam triangulos congruentes e perceber que a posicado do triangulo

correspondente nao interfere na congruéncia entre eles.

1) Intervencéo inicial: Considerando medidas de angulos e lados correspondentes
de triangulos, compare e marque no quadro de figuras quais sdo semelhantes
(mesma forma) a figura de referéncia a seguir:



Figura de referéncia.

B

Quadro de figuras
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Figura 1 Figura 2 Figura 3
H

K

11 1.1
2 2
J 1
E 2 G 2

Figura 4 Figura 5 Figura 6

N

Orientacédo ao professor: E possivel que os estudantes num primeiro momento no
identifiquem todos os triangulos semelhantes devido a posicdo em relacdo ao
triangulo de referéncia. O professor deve entédo instigar os estudantes a compararem
Para isso o pareamento de angulos e
correspondentes congruentes serd fundamental, assim devem ser orientados a usar

em sob diferentes angulos.

a simbologia matematica AB = ST ou § = A, por exemplo.

2) (Intervencao reflexiva): Que caracteristicas vocé observou para estabelecer a

comparacao da forma dos triangulos?

lados
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Orientacédo ao professor: O professor deve instigar que os estudantes verifiquem
se as medidas dos lados correspondentes estdo na mesma proporcao e os angulos
com mesma medida do triangulo de referéncia.

3) (Intervencéo reflexiva): Qual figura dentre as selecionadas possui mesmas
medidas de angulos, mas medidas de lados ampliada em relacéo a referéncia? Qual

a razao dessa ampliacao?

Orientagcdo ao professor: dividir as medidas dos lados correspondentes da figura
do quadro pelas medidas do triangulo de referéncia.

4) (Intervencdo reflexiva): Qual figura dentre as selecionadas possui mesmas
medidas de angulos, mas medidas de lados reduzida em relagcéo a referéncia? Qual

a razdo dessa reducao?

5) (Intervencao reflexiva): Quais figuras selecionadas possuem mesmas medidas
de lados e &ngulos em relagao a referéncia? Qual seria a razao entre essas

medidas?

6) (Intervencdo exploratéria): Considerando as observacfes que vocé fez até aqui

preencha o quadro a seguir com X:

Figura | Mesma forma da Todos os angulos tém Todos os lados tém
referéncia mesma medida da mesma medida da
referéncia referéncia
1
2
3 X X
4 X X
5 X X X
6 X X X

7) (Intervencédo reflexiva): Considerando sua resposta na questdo 5 e as
marcacoes realizadas no quadro da questédo 6, responda: O que é necessario para
gue triangulos semelhantes sejam iguais?
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8) (Intervencédo reflexiva): Considerando os triangulos que atenderam as trés
caracteristicas do quadro da questdo 5, responda: Quais diferencas de posicao
esses triangulos possuem entre o triangulo de referéncia?

Orientacdo ao professor: As figuras 5 e 6 sdo as congruentes ao triangulo de
referéncia, mas ndo estdo na mesma posicdo (Rotacdo, translacdo, reflexdo), &

possivel que os estudantes usem expressdes como “a figura esta virada”, “girou”,
“espelhada”.

9) (Intervencao reflexiva): Que critérios vocé estabeleceria para afirmar que dois
tridngulos séo iguais?

FORMALIZACAO

Dizemos que dois triangulos sdo congruentes (=) quando for possivel
estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices, de modo que
lados e angulos correspondentes sejam congruentes.

C
B4

< ABC = A,B,(C;

Obs 1: Dois triangulos congruentes possuem razdo de semelhanca igual
al.

Obs 2: Triangulos congruentes preservam sua forma e medidas ainda
que mude sua posicao, isto €, o triangulo congruente pode ser um
triangulo refletido ou rotacionado do triangulo correspondente.
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9) (Intervencao Avaliativa restritiva): Sabendo que os pares de triangulos a seguir
sao congruentes, estabeleca a correspondéncia entre angulos e lados e deduza a

medida desconhecida DE e K.
a)

c E

4.2

39 3.2

b)

G | K
10) Intervencdo Avaliativa Aplicativa: Na figura, o triangulo ABC € congruente ao
triangulo CDE. Determine o valor de x e y.

Orientacédo ao professor: (O aluno tera que lembrar sobre angulos opostos pelos
vértices)
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2.1. 2 UARC 2: Como saber se dois tridAngulos sdo congruentes se eu nao sei
todas as medidas?

Objetivos: Estabelecer critérios suficientes para ocorréncia de congruéncia de
triangulos.

Material: Régua, lapis, material impresso, folhas extras de malha triangular.
Procedimento: Formar grupos. Inicialmente o professor deve apresentar a malha
triangular e suas caracteristicas, enfatizando que os lados (L) séo iguais e que as
alturas (h) também podem ser usadas como parametro de medida. Além disso,
todos os angulos sédo de 60° mas quando utilizarem a altura como medida criardo
bissetrizes a esses angulos e novos angulos de medida 30°. O professor pode
projetar uma malha triangular em branco na lousa e criar diferentes triangulos e
assim fixar essa caracterizacdo da utilizacdo da malha triangular. Também deve
apresentar a contagem de lados e angulos de um triangulo (A-L-A-L-A-L) e que essa
contagem pode ser feita no sentido horario e anti-horério.

Na questdo 1 sdo apresentados pares de triangulos que os estudantes
deverdo identificar, pelo que aprenderam até aqui, se sdo ou ndo congruentes. O
professor deve nessa primeira questdo enfatizar como corresponder lados e
angulos, seja por letras ou por tracos. Nessa fase o professor apenas acolhe as
proposicoes e pede que registrem sem negociacdo de ideias, ou pode deixar
registrado na lousa.

Na segunda questdo os estudantes vao reunir as informacfes de cada bloco
para criar um triangulo referéncia, um congruente a este e outro ndo congruente. Em
algumas malhas referentes aos triangulos congruentes ha um lado fixado apenas
para que o estudante possa construir triangulo em posicao diferente ao da referéncia
(rotacionado e/ou refletido), sendo opcional, conforme a dificuldade do grupo, fazer
na mesma posicao do triangulo de referéncia. Para que o aluno consiga adotar a
posicéo sugerida deve ser enfatizada a ordem de lados e angulos que pode ser feita
nos sentidos horarios e anti-horarios. (O professor pode desenhar no quadro como
se o triangulo fosse um reldgio e treinar essa contagem nos dois sentidos).

O estudante devera perceber que em alguns casos, com as informagfes que
foram inicialmente fixadas, € impossivel criar um triangulo ndo congruente ao de
referéncia. Para que ndo se alonguem tentando fazer algo que somente o professor

sabe que € impossivel estabele¢a prazo de 10 minutos para cada bloco.
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Durante as intervencoes reflexivas e orais do professor, os estudantes vao
concluir em quais casos existem condi¢cdes minimas para ocorréncia de congruéncia
de tridangulos. Pensando de forma contrapositiva, que se ndo € possivel criar um
tridngulo ndo congruente ao de referéncia € porque nos casos em que haja uma
correspondéncia de congruéncia de LLL, LAL,ALA e LAAo, consequentemente, esses
pares de triangulos sdo congruentes.

1) Intervencao inicial: Baseando-se nas informacdes da atividade anterior, explique
se é possivel afirmar que os pares de tridngulos a seguir sejam congruentes.

a)
AI
B <\
5
3 3
60’
' B'
A - c C
b)
A B’
8 70°
70 30° . 30°
C' I
B s A
C)
6 oy
A BJ
4 5 5
4
A r

d)
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70’

30

2) Intervencdo exploratoria: Use as malhas a seguir para construir, se possivel,
tridangulos congruentes e ndo congruentes com as informacdes da referéncia,
identificando os lados e angulos correspondentes. Linhas em azul apresentam
medidas fixas, linhas em vermelho devem ser completadas.

Obs.: A malha triangular adotada é formada por triangulos equilateros de lado L e
altura h, logo todos os angulos internos sdo de 60°.

() Medida informada:

Referéncia Tridangulo congruente Tridngulo ndo congruente

> >

3 < <
> > >

3 3 3
3 b >

< < <
> > >

3 3 3
> > >

3 3 K
> > >

3 3

Instruc&o ao professor: Aqui estéa fixado apenas um lado do tridngulo. E possivel
fazer os trés triangulos solicitados.

(I Medidas informadas: Todos os angulos iguais (AAA)

Referéncia Tridngulo congruente Tridngulo ndo congruente

> >
3 < <
> > >
3 3 3
> > >
3 3 3
> > >
3 3 3
> >
3 K
> >
3 3
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Instrucdo ao professor: Caso os alunos ndo concluam com a informacédo dada que
todos os angulos medem 60°, deve relembrar sobre soma dos angulos internos de
um triangulo para ajuda-los. E possivel fazer os trés triangulos solicitados.

(1l1) Medidas informadas: Lados com medidas 3L, 1,5L e 3h, respectivamente.

Referéncia Tridngulo congruente Tridngulo ndo congruente
<
> >
< 3 <
3 2
< < <
> >
< <
> >
< <
> >

Instrucdo ao professor: Caso LLL, ndo serd possivel fazer o triangulo né&o
congruente, mas so final o aluno podera ter essa confirmacéo do professor, mesmo
que o grupo chegue a essa conclusdo. Se os alunos ndo conseguirem fazer o
triangulo na posicdo sugerida na malha destinada ao triangulo congruente ao de
referéncia, é opcional fazer na mesma posicao.

(IV) Medidas informadas:

Referéncia Triangulo congruente Tridngulo ndo congruente
>
< < <
>
< 3 <
2 2
< < <
> >
> >
< <
>

Instrucdo ao professor: Caso ALA, ndo serd possivel fazer o triangulo néo
congruente, mas so final o aluno podera ter essa confirmacéo do professor, mesmo
que o grupo chegue a essa conclusdo. Se os alunos nao conseguirem fazer o
triangulo na posicdo sugerida na malha destinada ao triangulo congruente ao de
referéncia, é opcional fazer na mesma posicao.
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(V) Medidas informadas:

Referéncia Triangulo congruente Tridngulo ndo congruente

< < <
b >
K K K
b b
< < <
> b b
K < K
> >
K K
>

(VI) Medidas informadas: Lado 4h, angulo 30°, Angulo de 60° oposto ao lado
informado.

Referéncia Triangulo congruente Tridngulo ndo congruente

e

< < <
>

< 3 <
2 2

< < <
> >

K

b b

< <
P

Instrucdo ao professor: Caso LAA.,, ndo sera possivel fazer o triangulo ndo
congruente, mas so final o aluno podera ter essa confirmacéo do professor, mesmo
que o grupo chegue a essa conclusdo. Se os alunos ndo conseguirem fazer o
triangulo na posicdo sugerida na malha destinada ao triangulo congruente ao de
referéncia, é opcional fazer na mesma posicao.

3) Intervencao reflexiva: Vocé conseguiu fazer todos os triangulos de referéncia?
Quiais dificuldades vocé teve?

4) Intervencéo reflexiva: Vocé conseguiu fazer todos os tridangulos congruentes
aos de referéncia? Quais dificuldades vocé teve?

5) Intervencdo reflexiva: Vocé conseguiu fazer todos os triangulos néo
congruentes aos de referéncia? Quais dificuldades vocé teve?

Instrucdo ao professor: Sera necessaria aqui uma pausa NnosS grupos para
socializagdo com a turma, o professor deve comparar as dificuldades e deixar que
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os alunos falem que estratégias tiveram para supera-las. Caso as conclusdes
estejam muito divergentes da desejavel (muito longe de uma pré-formalizacédo), o
professor deve voltar cada caso e negociar ideias até que a turma chegue a um
consenso, embora as figuras de cada grupo possam estar em diferentes
possibilidades de posicdo, as informacdes fixadas sdo as mesmas, logo é
necessario estar atento se ndo houve uma contagem errada das medidas.

6) Intervencéo reflexiva: Considerando as situagbes em que VOCé ndo conseguiu
construir os triangulos ndo congruentes aos de referéncia, que informacdes
estavam fixadas?

7) Intervencéo reflexiva: Responda a questéo titulo desta atividade: Como saber
se dois triangulos sdo congruentes se eu ndo sei todas as medidas?

FORMALIZACAO
Existem certos critérios suficientes para que possamos concluir que dois
triAngulos sejam congruentes. Esses critérios se apresentam nos
seguintes casos:
1° caso - LAL (Lado-angulo- Iado) 2° caso-ALA (angulo -lado- angulo)

<7 < |<7 <

3° caso - LAAo (Lado-angulo- | 4° caso - LLL (Lado-lado- Iado)
angulo oposto) ) ﬁ éﬁ

8) Intervencdo avaliativa restritiva: Volte a questdo 1, caso vocé conclua que os
pares de triangulos sdao congruentes, em que caso de congruéncia de triangulos
vocé se baseou para chegar a essa conclusao?

S&o triangulos congruentes? | Caso de congruéncia de triangulos

a)

b)

c)

d)
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9) Intervencéo avaliativa restritiva: Indique os pares de triangulos congruentes e o
caso de congruéncia que usou como critério:

Fen . 8 cm
LB Aot TS a5

2. 1. 3UARC 3: Caso especial de congruéncia de triangulos.

Objetivos: Identificar caso de congruéncia em triangulos retangulos.

Material: Régua, lapis, material impresso, folhas extras de malha triangular.
Procedimento: Manter os grupos da atividade anterior. Procedimento similar ao da
atividade anterior. Fazer uma revisdo no quadro sobre angulos e lados opostos de
um triangulo. Queremos mostrar que dois tridngulos retangulos sdo congruentes se
um tem um dos catetos e a hipotenusa congruentes aos lados correspondentes do
outro. Para isso vamos consideram que para haver hipotenusa é necessario haver o
angulo reto oposto a ela. Entdo apresentamos situacdes em que nao sera possivel
criar um triangulo ndo congruente ao de referéncia pelo fato de estar pareado cateto

e hipotenusa.

1) Intervencéo Inicial: Pense sobre a atividade anterior, vocé percebeu que o0s
casos de congruéncia apresentados fixam sempre 3 informacéo sobre os triangulos
congruentes? E se fossem apenas 2 informagles fixadas, seria suficiente para
garantir a congruéncia? Discuta com seus colegas.

2)Intervencao exploratoria: Use as malhas a seguir para construir, se possivel,
tridngulos congruentes e ndo congruentes com as informacdes da referéncia,
identificando os lados e angulos correspondentes.

(1) Medidas informadas: Angulo e lado oposto a esse angulo medindo 3L.

Referéncia Triangulo congruente Triangulo ndo congruente
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\/

[ KKK
< ><§ <
| S <

Instrucdo ao professor: No Material do aluno vai tudo em branco. Colocamos a
resposta em verde, apenas pra mostrar que ha situacdes de triangulo nao
congruente neste caso.

(Il) Medidas informadas: Angulo de 90° e lado oposto a esse angulo medindo 5L.

Referéncia Tridngulo congruente Tridngulo ndo congruente

3 5 v

< <
b > b b

3 K
b b b

< <
> > >

< < <
b b b

K K K
b P b

K K K

N

N

N

Instrucdo ao professor: Neste caso ndo tem como fazer o triangulo ndo congruente
apenas pra mostrar que ha situa¢fes de triangulo ndo congruente neste caso.

(1) Medidas informadas: Angulo de 60° e lado oposto a esse angulo medindo 4L.

Referéncia Triangulo congruente Tridngulo ndo congruente

b

K K
b

K K
b

< <
b

< <

K K
b

K K

Instrucdo ao professor: Neste caso, € possivel encontra um triangulo néao
congruente ao de referéncia, porém o estudante tera que partir de um angulo de 60
graus da malha e projetar os lados até que figuem distantes 4L, podendo usar uma
régua para verificar a medida.
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(IV) Medidas informadas: Angulo de 90° e lado oposto a esse angulo medindo 10L.

Referéncia Tridngulo congruente

Tridangulo ndo congruente

Instrucdo ao professor: Neste caso nao tem como fazer o tridngulo né&o
congruente.

3) Intervencao reflexiva: Em quais situacfes nao foi possivel fazer o triangulo
congruente a referéncia? Qual a dificuldade encontrada?

Instrucéo ao professor: Por ter um nivel de dificuldade empirica maior é necessario
que a mediacado oral do professor ajude o educando a encontrar uma possibilidade
de ndo congruéncia para as situacdes 1 e 3 e ndo permitindo que se alonguem
tentando encontrar nas situacdes 2 e 4 onde néo vai existir essa possibilidade.
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4) Intervencao reflexiva: Qual a caracteristica comuns nesses casos em que VOcé
s6 conseguiu construir tridngulos congruentes aos de referéncia?

5) Intervencdo reflexiva: Em quais situa¢des néo foi possivel fazer o triangulo
congruente a referéncia? Qual a dificuldade encontrada?

6) Intervencéo reflexiva: Como vocé definiria esse caso de congruéncia de

triangulos?

Instrucdo ao professor: Neste momento, embora as informagbes dadas na
intervencao exploratodria tenha sido medida da hipotenusa e angulo reto, a discussao
deve ser conduzida para o fato de que ao se deparar com dois triangulos retangulos,
deve-se verificar a congruéncia entre as hipotenusas e pelo menos um par 0s
catetos correspondentes.

FORMALIZACAO

Existe um caso especial de congruéncia de tridAngulos que é valida
apenas paratriangulos retangulos:

Caso especial: Dois triangulos retangulos sdo congruentes se um tem
um dos catetos e a hipotenusa congruentes aos lados correspondentes
do outro.

™

¢ Hipotenusa— AC = ]|
T - < e Cateto— BC = KL
Entdo: AABC = AJKL
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2. 2 MATERIAL DO ALUNO

2. 2.1 UARC 1: E semelhante, mas € congruente?

Objetivo: Definir triangulos congruentes
Material: Material impresso, caneta ou lapis.

1)(Intervencéo inicial) Considerando medidas de angulos e lados correspondentes
de triangulos, compare e marque no quadro de figuras quais sao semelhantes
(mesma forma) a figura de referéncia a seguir:

Figura de referéncia

Quadro de figuras

Figura 1 Figura 2 Figura 3

H
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Figura 4 Figura 5 Figura 6

N

2) (Intervencéo reflexiva): Que caracteristicas vocé observou para estabelecer a
comparacao da forma dos triangulos?

3) (Intervencéo reflexiva): Qual figura dentre as selecionadas possui mesmas
medidas de angulos, mas medidas de lados ampliada? Qual a razdo dessa

ampliacao?

4) (Intervencéo reflexiva): Qual figura dentre as selecionadas possui mesmas

medidas de angulos, mas medidas de lados reduzida? Qual a razdo dessa reducdo?

5) (Intervencao reflexiva): Quais figuras selecionadas possuem mesmas medidas

de lados e angulos? Qual seria a razdo entre essas medidas?
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6) (Intervencao exploratoria): Considerando as observacdes que vocé fez até aqui

preencha o quadro a seguir com X:

Figura | Mesma forma da
referéncia

Todos os angulos tém
mesma medida da
referéncia

Todos os lados tém
mesma medida da
referéncia

OO WINF

7) (Intervencdo reflexiva): Considerando sua resposta na questdo 5 e as
marcacdes realizadas no quadro da questdo 6, responda: O que é necessario para
que triangulos semelhantes sejam iguais?

8) (Intervencéo reflexiva): Considerando os triangulos que atenderam as trés
caracteristicas do quadro da questdo 5, responda: Quais diferencas de posicao

esses triangulos possuem entre o triangulo de referéncia?

9) (Intervencéo reflexiva): Que critérios vocé estabeleceria para afirmar que dois

triangulos sédo iguais?
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9) (Intervencao Avaliativa restritiva): Sabendo que os pares de triangulos a seguir
sao congruentes, estabeleca a correspondéncia entre angulos e lados e deduza a
medida desconhecida DE e K.
a)

C E

3.2 3.2

b)

10) Intervencdo Avaliativa Aplicativa: Na figura, o triangulo ABC € congruente ao
tridngulo CDE. Determine o valor de x e y.
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11) Intervencao Avaliativa Aplicativa: Os trés triangulos a seguir sdo equilateros:

N A

Esses triangulos sdo congruentes? Justifique indique o caso de congruéncia.

2. 2. 2 UARC 2: Como saber se dois triangulos sdo congruentes se eu nao sei todas
as medidas?

Objetivos: Estabelecer critérios suficientes para ocorréncia de congruéncia de
triangulos.

Material: Régua, lapis, material impresso, folhas extras de malha isométrica.

1) Intervencao inicial: Baseando-se nas informacdes da atividade anterior, explique
se é possivel afirmar que os pares de triangulos a seguir sejam congruentes.

a)

B 4

60

b)
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A B'
8 70°
70 30° . 50°
C' ,
B " A
C)
6 C'
A BJ
4 5 5
4
B 6 C A
d)
A
70°
30°
B C

2) Intervencdo exploratéria: Use as malhas a seguir para construir, se possivel,
tridangulos congruentes e ndo congruentes com as informacdes da referéncia,
identificando os lados e angulos correspondentes. Linhas em azul apresentam
medidas fixas, linhas em vermelho devem ser completadas.

Obs.: A malha isométrica adotada é formada por triangulos equilateros de lado L e
altura h, logo todos os angulos internos séo de 60°.

() Medida informada:

Referéncia Triangulo congruente Triangulo ndo congruente
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>

>

K

K

>

>

AV AV AV AVa

K

K

b
b
b
b
b
2

%

(I Medidas informadas: Todos os angulos iguais (AAA)

Referéncia

Triangulo congruente

Triangulo ndo congruente

%

>

b

b

Ava AV AVa

b
b
b
>
b
>

%

K

K

(1) Medidas informadas: Lados com medidas 3L, 1,5L e 3h, respectivamente.

Referéncia

Tridangulo congruente

-

R

Triangulo ndo congruente

E

%

K

K

(IV) Medidas informadas:

Referéncia

Triangulo congruente

Triangulo ndo congruente
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AvA AV AV AV AV AVa
N N N N N N .

%

(V) Medidas informadas:

Referéncia

Tridangulo congruente

Tridngulo ndo congruente

E

>

b

AV AV AVa
N N N N N N .

.

>

>

%

(VI) Medidas informadas:

Referéncia

Triangulo congruente

>

>

b

AVA Av4 AV4
N N N N N N .

Tridangulo ndo congruente

>

>

>

%

(VIl) Medidas informadas: Lado 4h, angulo 30°, Angulo de 60° oposto ao lado

informado.

Referéncia

Tridangulo congruente

Triangulo ndo congruente
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3) Intervencéo reflexiva: Vocé conseguiu fazer todos os triangulos de referéncia?
Quais dificuldades vocé teve?

4) Intervencao reflexiva: Vocé conseguiu fazer todos os triangulos congruentes
aos de referéncia? Quais dificuldades vocé teve?

5) Intervencdo reflexiva: Vocé conseguiu fazer todos os triangulos néo
congruentes aos de referéncia? Quais dificuldades vocé teve?

6) Intervencéao reflexiva: Considerando as situacfes em que vVocé ndo conseguiu
construir os triangulos ndo congruentes aos de referéncia, que informacdes
estavam fixadas?

7) Intervencéao reflexiva: Responda a questéao titulo desta atividade: Como saber
se dois triangulos sdo congruentes se eu néo sei todas as medidas?

FORMALIZACAO
Existem certos critérios suficientes para que possamos concluir que dois
triangulos sejam congruentes. Esses critérios se apresentam nos
seguintes casos:
1° caso - LAL (Lado-angulo- Iado) 2° caso-ALA (angulo-lado- angulo)

ﬁfﬁ VQ

3° caso - LAA, (Lado-angulo- | 4° caso - LLL (Lado-lado- Iado)
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8) Intervencéo avaliativa restritiva: Volte a questédo 1, caso vocé conclua que os
pares de triangulos sdo congruentes, em que caso de congruéncia de triangulos
vocé se baseou para chegar a essa conclusao?

Sé&o triangulos congruentes? Caso de congruéncia de triangulos

9) Intervencéo avaliativa restritiva: Indique os pares de triangulos congruentes e o
caso de congruéncia que usou como critério:

10 cm

8 cm

6 cm

10) Intervencdo avaliativa Avaliativa: Num tridngulo is6sceles ABC, o seguimento
AM é perpendicular ao lado BC e o divide ao meio verifique se os triangulos ABM e
ACM sao congruentes e justifique.

A
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2. 2. 3UARC 3: Caso especial de congruéncia de triangulos.

Objetivos: Identificar caso de congruéncia em triangulos retangulos.
Material: Régua, lapis, material impresso, folhas extras de malha isométrica.

1) Intervencédo Inicial: Pense sobre a atividade anterior, vocé percebeu que os
casos de congruéncia apresentados fixam sempre 3 informag&o sobre os triangulos
congruentes? E se fossem apenas 2 informagOes fixadas, seria suficiente para
garantir a congruéncia? Discuta com seus colegas.

2)Intervencao exploratoéria: Use as malhas a seguir para construir, se possivel,
tridngulos congruentes e ndo congruentes com as informacdes da referéncia,
identificando os lados e angulos correspondentes.

(1) Medidas informadas: Angulo e lado oposto a esse angulo medindo 3L.

Referéncia Tridangulo congruente Tridngulo ndo congruente

>
< < <
< < <

3 > >
< < <

b > >
< < <

3 >
< K <

> > >
< <

(Il) Medidas informadas: Angulo de 90° e lado oposto a esse angulo medindo 5L.

Referéncia Tridngulo congruente Tridngulo ndo congruente
>
< < <
> >
< 3 <
3 2
< < <
> >
< < <
> >
< <
>
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(1) Medidas informadas: Angulo de 60° e lado oposto a esse angulo medindo 4L.

Referéncia Tridngulo congruente Tridngulo ndo congruente

> > 3

< < <
> b b

K K <
b 3 b

< < <
> b b

< < 3
b > b

3 K K
b > b

K < <

(IV) Medidas informadas: Angulo de 90° e lado oposto a esse angulo medindo
10L.

Referéncia Tridngulo congruente

Triangulo ndo congruente

3) Intervencéo reflexiva: Em quais situagdes néo foi possivel fazer o triangulo
congruente a referéncia? Qual a dificuldade encontrada?

4) Intervencéao reflexiva: Qual a caracteristica comuns nesses casos em que vocé
s6 conseguiu construir tridangulos congruentes aos de referéncia?




5) Intervencéao reflexiva: Em quais situacdes nao foi possivel fazer o triangulo
congruente a referéncia? Qual a dificuldade encontrada?

6) Intervencéo reflexiva: Como vocé definiria esse caso de congruéncia de

triangulos?

49
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3. ESTUDO DO OBJETO MATEMATICO

Este capitulo foi construido para atender o critério de nosso aporte teérico
quanto a consciéncia epistémica e algoritmica desejada do professor de matematica
sobre o objeto que ensina. No nosso caso o aprofundamento é sobre Congruéncia
de Tridngulos e 0s assuntos circunscritos.

Inicialmente fazemos uma abordagem histérica por meio do Diagrama
Metodolégico de Chaquiam (2022a) e em seguida apresentamos as formalizacdes
sobre as definicbes e propriedades que envolvem o estudo de Congruéncia de

Triangulos.

3.1 GAUS E A CONGRUENCIA

Para investigar como se deu a constituicdo do conceito de congruéncia até
chegar a definicdo de congruéncia de triangulos, adotamos, a partir de uma base
bibliografica, como metodologia para elaboracdo de um texto, o diagrama-orientador
proposto por Chaquiam (2017, 2020, 2022a, 2022b), ou seja.

O diagrama metodoldgico orientador destaca o saber matematico numa
dindmica multifacetada estabelecendo conexfes pluridisciplinar e
sociocultural, além disso, explora os contetdos a partir da produgéo de um
personagem, conectando esse personagem a alguns contemporéneos seus,

adotando como referéncia a triade contextual nos aspectos sociocultural,
pluridisciplinar e técnico-cientifico. (CHAQUIAM, 2020, p. 198)

Assim, ao elaborarmos este texto visamos nosso aprimoramento sob 0s
pontos de vista conceitual, epistemoldgico e didatico, e de quem nos |&é, sobre
congruéncia, para elaborarmos uma fonte de possibilidades de uso como recurso
didatico no ensino de conteudos mateméaticos que envolvem o conceito de
congruéncia e como forma de colaborar na aprendizagem desse conceito.

O personagem eleito para esta investigagcdo foi o matematico, fisico e
astrénomo aleméo Karl Friendrich Gauss (1777-1855). “Ele foi o grande introdutor da
congruéncia” (ROCHA, 2021, p. 5). Segundo Roque (2012, p. 381), Gauss foi
professor da Universidade de Goéttingen até sua morte, em 1855, onde desenvolveu
ensino e pesquisa e influenciou os trabalhos Dirichlet e Riemann que juntos

promoviam uma visdo conceitual e abstrata da Matematica.
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Embora os citados matematicos tivessem um olhar sobre o conceito de
congruéncia sob a perspectiva do ensino e da pesquisa, suas bases epistemolégicas
e filosdficas tiveram influéncia das obras de Euclides, como Elementos, onde “aplica
a teoria das propor¢des eudoxiana a geometria plana. Encontramos nessas obras os
teoremas fundamentais da semelhanca de triangulos” (EVES, 2011, p. 173). As
ideias revolucionarias de Gauss e seus pupilos do século XIX contribuiram para a
criacdo da Teoria da Relatividade atribuida a Albert Einstein em 1905.

Justificando a tematica pelo potencial didatico pedagdgico para o ensino de
matematica, Brasil (2017, p. 269) aponta como competéncia reconhecer a
Matematica como ciéncia humana fruto das necessidades e preocupacdes de
diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos. A Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) também assevera em Brasil (2017, p. 274) que saber aplicar as
condicBes necessarias e suficientes para ocorréncia de triangulos semelhantes ou
congruentes contribui para a formacao do raciocinio hipotético-dedutivo. Embora os
norteadores educacionais coloquem a historia e ensino de congruéncia em local de
destague no ensino de Matematica, revisbes de estudos como a realizada por
Mendonca (2021) apontam outra realidade:

Pesquisadores da area apontam que, ao longo da trajetéria da educagédo no
Brasil, o quase abandono da Geometria nos curriculos interferiu nos
processos de ensino e aprendizagem desse campo da Matemética.
Apresentando como reflexo, docentes e discentes com conhecimentos
insatisfatérios e grandes dificuldades em explorar situagdes envolvendo
conceitos geométricos e correlaciona-los com outros contetdos
matematicos.[...] Essas dificuldades dos discentes ao estudarem assuntos da
Geometria aparecem desde a educacdo basica até o ensino superior, por
isso h& importancia de fazer analises reflexivas sobre a maneira de ensinar

trazendo atividades diversificadas e inovadoras com o objetivo de melhorar
a qualidade de ensino desse campo do saber (MENDONCA, 2021, p. 43)

Em relacdo a essa andlise reflexiva sobre maneira de ensinar de forma
diversificada e inovadora, Chaquiam (2022a, p. 21) defende que o diagrama-
metodoldgico, adotado nesta pesquisa, pode ser uma maneira de contribuir no
processo de ensino e aprendizagem de matematica, por entrelagar histéria e
conteldos de matematica e por balizar a elaboracdo de textos com potencial
didatico. E assim, para contrapor aos problemas nos processos de ensino e de
aprendizagem continuamente revelados em avaliagbes realizadas pelos 6rgéos

governamentais.
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Esta secao constituiu-se segundo instru¢cdes de Chaquiam (2022b, p. 1237-
1238), comeca pelo contexto historico, sociocultural e geopolitico em torno de
Gauss, para delimitacdo em tempo e espaco. Em seguida, no contexto intermediério
complementar apresentamos 0s personagens contemporaneos de diferentes areas
do conhecimento. Por fim, no contexto epistemologico, cientifico e técnico
apresenta-se a elementos biograficos e profissionais sobre Gauss e de
contempordneos da é&rea da Matematica e suas contribuicbes para o
desenvolvimento do conceito de congruéncia, visando elencar potencialidades
didatico-pedagdgicas sob diferentes pontos de vista e possiveis desdobramentos ou

contribuicdes.

3. 1. 1 Contexto historico, sociocultural e geopolitico

Segundo Chaquiam (2020, p. 205) o contexto sociocultural contempla, a partir do
personagem central, questdes histéricas e culturais mais abrangentes tendo em
vista localizar o leitor a partir do personagem e de seus contemporaneos dentro
do contexto pluridisciplinar. Para ilustracdo desse contexto e dos demais,

apresentamos a figura 25.

Figura 3 - Diagrama metodol6gico
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Fonte: Adaptado de Chaquiam (2022b)
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No contexto em que Karl Friendrich Gauss (1777-1855) viveu na Alemanha
dos séculos XVIII e XIX e desenvolvia seus estudos na area da Matematica, os
Estados alemdes vivenciaram cinco guerras contra o0s exércitos da Franca
revoluciondria e napolebnica, sendo que, em 1812, Napoledo foi derrotado na
campanha da Russia. Apos isso, a Europa foi redesenhada por meio do Congresso
de Viena (1814-1815), de modo que o Sacro Império Romano-Germanico, com mais
de 240 estados, foi substituido pela Confederacdo Germanica, formada por 39
estados representados na Dieta de Frankfurt, dentre os quais, constava estado da
Baixa Saxodnica e por seguinte a cidade de Gottingen, cidade conhecida como o
coracdo da sabedoria alema, por ser uma cidade universitaria, onde Gauss
permaneceu até sua morte em 1855. Ainda houve revolugfes liberais de 1830 e
1848 em Paris que alcancaram a Baviera, a Prussia e o sudoeste da Alemanha.

No contexto local que Gauss vivenciou € possivel trazer discussdes no ambito
do ensino a respeito da disciplina e da resiliéncia para estudar mesmo em condicdes
hostis e pouco favoraveis a aprendizagem, como a vivenciada em 2020 e 2021
durante a pandemia de COVID-19, que dificultou a relacédo escola e estudantes do
mundo inteiro. A curiosidade e a capacidade investigativa levaram Gauss a fazer
descobertas ainda na infancia e o colocaram na condicdo de professor universitario
e precursor da Matematica que hoje ensinamos na escola. A histéria da matemaética,
neste sentido, revela que as habilidades didatico-pedagégicas do professor de
matematica séo resultado, em boa parte, de sua conduta como estudante.

O século XVIII marca o fim da Idade Moderna e o inicio da ldade
Contemporanea. Além disso, é nesse periodo que transformacfes politicas e
ideologicas ocorrem em todo o mundo. No século XIX, segundo Jorge e Souza
(2019, p. 3), a matematica e a fisica ampliaram o horizonte dos conhecimentos
adquiridos em todos os ramos da ciéncia, 0 que proporcionou uma completa
transformacéao e utilizagbes do vapor e da eletricidade, o progresso tecnologico.

No Brasil do século XVIII, na sociedade brasileira também crescia o espaco
para novas ideias politicas especialmente na regido Sudeste culminando as
Rebelides Nativistas e Rebelides Separatistas, como a Revolta de Beckman e a
Inconfidéncia Mineira. Segundo Fernandes (2022), enquanto a revolugdo francesa
acontecia na Europa, a crise do sistema colonial comecou a decair ha segunda
metade do século XVIII. Em 1808, a corte portuguesa deixou Portugal em direcéo ao

Brasil, quando o pais passou da condi¢édo de coldnia a Reino Unido.



54

3. 1. 2 Contexto intermediario complementar

Nesse contexto “Intermediario Complementar (antes: pluridisciplinar)”
(CHAQUIAM, 2022a, p.11), apresentamos tracos biograficos e contribuicbes, de
personagens contemporaneos ao personagem eleito, Gauss, que podem ser, ou
nao, na mesma area dele.

Napoledo Bonaparte (1769-1821), considerado um dos lideres mais célebres e
estrategista da historia. Liderou as grandes guerras revolucionarias francesas.
Construiu um grande império que dominou grande parte da Europa Ocidental até
1815, tendo orquestrado um golpe em novembro de 1799. Segundo Roque (2012, p.
373), apos esse golpe Laplace adquiriu grande poder na cena francesa, tornando-se
ministro. Embora Napoledo ndo tenha sido matemético, atribuia a matematica papel
importante no progresso, tendo enunciado em 1787 um teorema que tem seu nome:
“Para qualquer triangulo ABC, triangulos equilateros podem ser construidos sobre
cada lado, e a partir de seus centros constréi-se um novo triangulo DEF. [...] o
triangulo DEF é um tridngulo equilatero” (CRILLY, 2021, p. 88). Essa ideia é muito
usada na topografia em terrenos indspitos como pantanos, rios, areia movedica e

garante maxima precisdo em na medida de angulos.

Figura 4 - llustrac&o do teorema de Napoledo

Fonte: Crilly (2021, p.88)
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Na figura 25 temos uma ilustracdo do teorema de Napoledo com notacdo dos
pontos diferentes do enunciado, € possivel por meio de uma atividade de sala de
aula utilizar a informacé&o do texto histérico para que a figura seja analisada de modo
gue os alunos chegassem a conclusao de qual seria o triangulo inicial e quais seriam
0s equilateros formados e em seguida realizar outras construcfes a partir dessa. E
assim explorar tanto a notacdo matematica como a classificacdo de triangulos e

reconhecimento de semelhanca e congruéncia de triangulos.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827), matematico, fisico e astronomo francés que
organizou a astronomia matematica. Formulou a conhecida equacao de Laplace, a
transformada de Laplace e o operador diferencial de Laplace. Em 1806 foi conde e
em 1817 foi nomeado marqués, “chegou a dizer que ao diminuir o trabalho, [0
logaritmo] dobrou a vida dos astrobnomos” (EICHENBERGER NETO, 2016, p. 179).
Como matematico, Laplace contribuiu para “as aplicagées do calculo a mecénica e a
astronomia” (ROQUE, 2012, p. 373). As formulagdes ou generalizagbes feitas por
Laplace sdo essenciais no estudo de Célculo e utilizadas nas engenharias de forma

recorrente.

Charles Darwin (1809-1882) nasceu na cidade de Shrewsbury, na Inlaterra. Por
meio de sua obra A origem das espécies, contribuiu para os estudos sobre a
evolucdo. Essa obra contribuiu para o entendimento da evolucao e foi onde o termo
cientista foi usado a primeira vez. Essa obra de Darwin foi polémica do ponto de
vista religioso, pois, segundo Eves (2012, p. 356), conflitava com a descri¢do biblica
sobre a criacdo dos seres Vvivos.

No Brasil, ainda no mesmo periodo histérico, a pianista, compositora e maestrina
Francisca Edwiges Neves Gonzaga, mais conhecida como Chiquinha Gonzaga
(1847-1935), mesmo diante das adversidades enfrentadas naquela época para
guem é mulher e afrodescendente, soube ter a mesma resiliéncia conferida a Gauss,
soube aproveitar o melhor que a educacao burguesa pode Ihe oferecer, uma vez
que seu pai era primeiro-tenente, sua composi¢cdo O abre alas, tornou-a conhecida
em 1899. Segundo Fuks (2021), contra a vontade de seu primeiro marido, Chiquinha
Gonzaga, comegou a compor suas primeiras masicas, sendo ela a primeira mulher a

reger uma orquestra no Brasil.
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3. 1. 3 Contexto epistemoldgico, cientifico e técnico

Nesse contexto, conforme orienta Chaquiam (2022b, p.1239), apresenta-se
como 0 personagem principal, neste caso Gauss, que emerge dentre aqueles
identificados no contexto epistemologico, cientifico e técnico e que contribuiram para
a constituicdo/evolucdo da tematica selecionada, aqui eleito o conceito de
congruéncia.

Johann Carl Friedrich Gauss nasceu em Brunswick, Alemanha, em 1777.
Embora tivesse origem humilde, teve incentivo de sua mae, apresentando
evidéncias de seu brilhantismo ainda na infancia, quando foi desafiado por seu
professor a fazer a soma dos numeros de 1 a 100, para o que Gauss rapidamente
encontrou a resposta 5050, criando o método hoje aplicado na soma de uma
progressdo aritmética. Deste modo, a mateméatica desenvolvida por Gauss

contribuia na sua época e ainda contribui para diferentes areas do conhecimento.

Gauss deu diversas contribuicbes a topologia. Das varias demonstracfes
gue deu do teorema fundamental da algebra, duas eram explicitamente
topologicas. A primeira dessas demonstracdes, dada em sua tese de
doutorado em 1799, quando ele tinha 22 anos de idade, utiliza-se de
técnicas topoldégicas. (EVES, 2011, p. 667)

Gauss também se dedicou na sistematizacdo de conceitos ainda
inconsistentes e polémicos da propria Matematica, conforme Roque (2012, p. 409),
tais como: 0s numeros negativos, sendo adotados com ideia de coisas contadas
opostas, de modo que um par de numeros opostos possam se neutralizar; os
nameros complexos, em que introduziu a relacdo de +i a —i, demonstrando
geometricamente que essas relacdes se tornariam intuitivas.

Embora a palavra congruéncia seja bem mais recente, deste a publicacéo da
obra Elementos de Euclides, a congruéncia foi associada a teria das proporgdes.
Euclides de Alexandria (300 a. C.), foi professor, matematico, platbnico e escritor
grego a quem € conferido o titulo de Pai da Geometria. Na Universidade de
Alexandria, primeira instituicdo desse género, de acordo com Eichenberger Neto
(2016, p. 79), Euclides se destacou na instituicdo pela sua capacidade de
gerenciamento do processo educacional e pela capacidade de transmitir
conhecimento.

No tocante ao objeto matematico que é aqui explorado, Segundo Roque
(2012), a longo da obra Elementos sdo demonstrados conceitos elementares da

matematica até hoje utilizados. A no¢do de razao aritmética aparece do livros VIl ao
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livro IX, com a terminologia que ainda vemos em livros didaticos que duas coisas
estdo uma para a outra assim como. No Livro V apresenta-se a teoria abstrata das
razbes e propor¢cdes, que serve para desenvolver as proposicdes geométricas do
livro VI, e por que possivelmente “necessitava de uma teoria geral das razdes e
proporgdes para grandezas (incluindo as incomensuraveis)” (ROQUE, 2012, p. 144)

e gque serviram para sistematizar as ideias de triangulos semelhantes e congruentes.

As abordagens de razbes e proporcdes e de semelhanca de tridngulos
apresentadas nos textos de geometria das primeiras décadas deste século
destinados ao ensino secundario refletem as dificuldades e as sutilezas na
guestao das grandezas incomensuraveis. Nessas abordagens consideram-
se dois casos, dependendo da comensurabilidade ou incomensurabilidade
de certas grandezas (EVES, 2011, p.107)

O francés René Descartes (1596-1650) nasceu em La Haye préximo a Paris,
Matematico, fisico e fildsofo que desempenhou grande papel na revolugéo cientifica
quando fundiu a &lgebra com a geometria, gerando a geometria analitica. Com
Descartes, a geometria Euclidiana agora teria localizacdo no espaco, sendo ele, por
esse motivo, conhecido como Pai da Matematica Moderna. Segundo Roque (2012,
p. 288), para Descartes, as relacdes entre as grandezas devem feitas como a
proporcao, e o objetivo da nova geometria seria estudar figuras usando proporc¢oées.

Em sua obra Geometria, Descartes demonstra as cinco operacfes basicas da
Aritmética e por meio de constru¢cdes com régua e compasso, tais demonstracoes
acabaram por superar o problema da homogeneidade das grandezas presentes na
geometria euclidiana. Os estudos de Descartes contribuiram para o desenvolvimento
da teoria dos espacos vetoriais, e, consequentemente para as definicdes atuais de
figuras congruentes.

Gauss também refutou algumas proposicbes Euclidianas, basicamente
provou que ha espacos curvos, isto €, ndo-euclidianos. Segundo (Rocha, 2019, p. 5)
Gauss apresentou ao mundo a congruéncia a partir de um trabalho realizado em
1801, Disquisitiones Arithmeticae, cuja demonstragao é dita como “facil notagao de

congruéncia” (EVES, 2011, p. 520), como segue:

No primeiro capitulo de Disquisitiones arithmeticae, Gauss introduziu a
definicdo (aqui um tanto condensada) e a notagdo seguinte: Dois inteiros a
e b se dizem congruos modulo n (onde n é um inteiro positivo), o que se
simboliza por a = b (mod n), se, e somente se, n divide a diferenca a - b. A
seguir Gauss desenvolveu a algebra da relagéo de congruéncia, a qual tem
muito em comum com a algebra da relagdo de igualdade usual, mas
também muitas diferengas importantes. Se n € um inteiro positivo fixo e a, b,
¢ e d sdo inteiros arbitrarios, mostre que: (a) a = a (mod n) (propriedade
reflexiva). (b) Se a = b (mod n), entdo b = a (mod n) (propriedade
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simétrica). (c) Se a = b (mod n) e b = ¢ (mod n), entdo a = ¢ (mod n)
(propriedade transitiva) (EVES, 2011, p. 566)

Essas e mais oito propriedades basicas da congruéncia foram estabelecidas
por Gauss nessa obra, sendo que as trés citadas sdo utilizadas atualmente em livros
didaticos e livros técnicos no estudo de figuras congruentes e semelhantes.

Outras ideias, como a de vetor foram introduzidas nos estudos de Gauss

surgindo a nocao da ideia de multiplicidades.

Gauss entende uma multiplicidade como um substantivo: um sistema de
objetos ligados por relagdes. Esse ndo é exatamente o conceito que terd um
papel central na teoria proposta por Riemann nos anos 1850, mas a
multiplicidade de relagbes defendida por Gauss era um dos novos objetos
gue motivavam o desenvolvimento de uma teoria das multiplicidades.
(ROQUE, 2012, p. 411)

Chamamos a atencdo quem nos Ié para refletirem sobre esses termos
trazidos por nossos personagens: proporcdo, vetor, multiplicidade, congruéncia, e
facamos uma transposicdo para o0 que temos nos livros técnicos atualmente.
Dizemos que duas figuras sdo semelhantes, quando ha uma razdo semelhanca r
numa correspondéncia biunivoca estre os pontos ou lados correspondentes de cada
uma das figuras, havendo assim uma transformacdo de semelhanca entre as
figuras. Assim, por exemplo, dois triangulos ABC e A;B,C;, os lados
correspondentes teriam suas medidas na mesma razdo, havendo uma
proporcionalidade entre elas, ou mais ainda, teria um fator de multiplicacdo entre
elas: AB =rA,B;; BC =rB,(C;; AC = rA,C,. Esse fator r, determina a escala entre as
figuras se é de ampliagdo ou de reducdo. Em seguida, quando se introduz a
definicdo triangulos sdo congruentes (=), diz-se que quando r =1 tem-se uma

isometria e os triangulos ABC e A, B, C; sdo congruentes.
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Figura 5 - Triangulos ABC e A1B1C1 congruentes.
C B

A

1 1

Ll
1l B
A c,

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

< ABC = A,B,(C;

O uso do termo “congruente” € bem mais recente e tem como objetivo
resolver uma inconsisténcia légica colocada pela formalizacdo posterior da
geometria euclidiana. Na légica, o principio da identidade afirma que uma
coisa sO é igual a si mesma. Portanto, dois triangulos ou duas figuras
geométricas quaisquer ndo podem ser iguais. Dai o emprego do termo
‘congruente”, que significa, intuitivamente, que duas figuras podem ser
colocadas uma em cima da outra. (ROQUE, 2012, p. 151)

Essas informacfes nos fazem entender o porqué de nao dizemos que duas
figuram congruentes sejam iguais, mas que sobrepostas suas medidas séo iguais.
Essa ideia alcanca uma maior compreensao em sala de aula se for explorada com
as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva definidas por Gauss em seu livro
supracitado.

Conta-se que Gauss somente resolveu devotar sua vida a matematica
depois que, aos 19 anos de idade, descobriu que um poligono regular de 17
lados é construtivel com régua e compasso. Seu orgulho por essa
descoberta fica evidenciado por seu pedido para que se gravasse em seu
timulo um poligono regular de 17 lados. Embora esse pedido jamais fosse

atendido, a base do monumento erigido a Gauss em Brunswick, sua cidade
natal, tem a forma de um heptadecagono (EVES, 2011, p. 178)

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) foi um matematico alemao
educado na Alemanha e na Franca a quem se atribui a moderna definicdo de
funcdo. Apresentou uma publicacéo inspirada na lei da reciprocidade biquadratica de
Gauss com quem teve importante relacionamento intelectual e pessoal. Foi um dos
matematicos do século XIX que contribuiram para a chamada matematica do rigor.

Suas maiores contribuicbes no campo da teoria dos numeros, prestando

especial na teoria das séries de Fourier. No campo da analise matematica
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aperfeicoou a definicdo e o conceito de funcdo e na mecanica teodrica realizou
estudos sobre equilibrio de sistemas e de potencial newtoniano.

De 1828 até o ano de seu falecimento (1859), Dirichlet ensinou na Faculdade
Militar de Berlim, no Colégio Militar e na Universidade de Goéttingen, onde substituiu
Gauss. Segundo Eves (2011, p. 624) Dirichlet estabeleceu uma generalizacao
notavel do teorema de Euclides da infinitude dos primos ao conseguir mostrar que
toda progressédo aritmética a, a + d, a + 2d, a + 3d, ..., onde a e d sdo primos entre

si, contém infinitos nimeros.

A jungd@o entre pesquisa e ensino foi marcante em Géttingen depois da
morte de Gauss, com a chegada de Dirichlet, em 1855. Suas aulas
discutiam os temas recentes da pesquisa matematica e motivavam o0s
alunos a seguir seus passos. A presenca de Dirichlet, juntamente com
Riemann e Dedekind, que se via como seu discipulo, mudaria a matematica
praticada na Universidade de Goéttingen. Os trés inspiravam-se em Gauss e
propunham uma visédo abstrata e conceitual dessa disciplina. Apesar das
diferencas entre seus campos de pesquisa, eles convergiam nas
preferéncias metodolégicas e tedricas e podem ser considerados um grupo.
O ponto de vista conceitual de Dirichlet foi expresso em uma frase que se
tornou famosa: “E preciso colocar os pensamentos no lugar dos calculos.”
(ROQUE, 2012, p.412)

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) foi um matematico alemao
gue deu importantes contribuicbes para a analise e geometria diferencial. Filho de
um pastor luterano, enfrentou na infancia problemas financeiros e de saude, por
meio do incentivo de seu pai chegou a Universidade de Gottingen, a mesma de
Gauss, onde fez sua tese de doutorado sobre a teoria das fungdes complexas.

Em 1857 Riemann foi indicado professor assistente de Gottingen e em 1859
sucedeu a Dirichlet como professor titular de uma cadeira que antes fora
ocupada por Gauss. Mas em 1866, com apenas 40 anos de idade, morreu

vitima da tuberculose no norte da Italia, para onde havia ido a procura de
melhoras para sua salde (EVES, 2011, p. 615)

Riemann dando continuidade aos estudos de Gauss ampliou o entendimento
da geometria para algo mais abstrato e relacional. De acordo com ROQUE (2012,
p.411) para Riemann, a no¢ao de multiplicidade devia ser independente da intuigao
geomeétrica e a nhogao sugerida por Gauss fornecia uma base adequada sobre a qual
construir a nova teoria de Riemann: a topologia exprimindo o apice da autonomia da
matematica com respeito as ideias de quantidade e de grandeza, uma vez que a
topologia se definindo como o estudo das relagbes independentemente das

propriedades métricas dos objetos.
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Albert Einstein (1879-1955) foi um fisico alemdo de uma familia de judeus
alemaes iniciou seus estudos na Suica e fez seu doutorado na Universidade de
Zurique. E = mc2 é conhecida como a equacdo mais famosa do mundo. Recebeu o
prémio nobel de Fisica em 1921 por suas contribuicdes a fisica tedrica e,
especialmente, por sua descoberta da lei do efeito foto eleétrico e pelo
estabelecimento da fisica quantica.

Gracgas aos estudos de Gauss e seus discipulos Einstein desenvolveu a teoria
da relatividade geral, “apenas registrando aqui que algumas dessas novas
geometrias vieram a encontrar aplicacbes na teoria moderna do espaco fisico
incorporada na teoria da relatividade geral de Einstein” (EVES, 2011, p. 608).

No ponto de vista didatico pedagogico, quando trazemos para discussao o
desenvolvimento do conceito de congruéncia para entender como chegaram as
definicbes atuais de congruéncia de triangulos, queremos investigar como 0S
grandes matematicos superaram os desafios que hoje temos em sala de aula. Ora,
se 0 ambiente escolar € um ambiente plural e com suas peculiares deficiéncias, o0s
grandes matematicos também tiveram que superar todo um contexto sociocultural e
geopolitico para sistematizar a matematica posta nos livros. Mas as sutilezas dos
desafios s6 € possivel descobrir revivendo a histéria, nos inserindo e inserindo
nossos educandos no contexto deles. E o famoso pensar fora da caixinha.

Nesse sentido a Historia da matematica como recurso didatico no ensino de
contetdos matematicos fornece subsidios para compreender como a ciéncia é
produzida, como o0s cientistas trabalham e quais sdo as influéncias sofridas e
exercidas por eles, afastando concep¢des ingénuas e distorcidas sobre o
processo de construgdo do conhecimento cientifico (Chaquiam, 2020a, p. 199).

Além disso, neste texto que apresentamos, perceba a evolucdo do conceito
de congruéncia como uma relacdo medida na perspectiva numérica, passando para
uma relagdo mais de homogeneidade geométrica e chegando a uma geometria
abstrata em o0s conceitos podem ser observados intuitivamente sem
necessariamente saber sua magnitude, o que importa € o significado disso.

Sob o prisma do ensino de Matematica, Brandemberg (2022, p.12) indica a
Histéria da Matematica como facilitador da aprendizagem de matematica ao
considerar suas potencialidades didaticas para o ensino de conteudos matematicos.”
Para além disso, na perspectiva epistemoldgica do professor de matematica,

indicamos o estudo da constituicdo de objetos matematicos por meio do diagrama
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orientador de conforme instrui Chaquiam (2022b), para a ampliacdo de seu
repertorio didatico- pedagadgico.

No contexto histérico, sociocultural e geopolitico situacdes o periodo dos
séculos XVIII e XIX, em que acontecia a Revolugéo francesa e Revolucéo Cientifica
em que grande nomes foram citados Napoledo Bonaparte (1769-1821),Pierre-Simon
Laplace (1749-1827), Charles Darwin (1809-1882), Chiquinha Gonzaga (1847-1935),
todos personagens ilustres da mesma época de Gauss e que contemporaneamente
produziam arte e ciéncia enfrentados diversidades similares.

No contexto epistemoldgico, cientifico e técnico apresentamos Euclides (300
a. C.), Descartes (1596-1650), Dirichlet (1805-1859),Riemam (1826-1866), Einstein
(1879-1955). Embora Euclides estivesse fora do recorte temporal, foi trazido para o
diagrama para que as influéncias das bases teéricas de nossos personagens fossem
justificadas e por meio delas tracarmos a evolucdo do conceito de congruéncia
através das contribuicdes de Gauss e seus contemporaneos.

As indicac¢fes didatico-pedagdgicas e os olhares e desdobramentos possiveis
servem tanto para a formacéao epistemoldgica do professor matematica, quanto para
fomentar sua criatividade e dominio de conteldo a respeito de congruéncia, de
modo que este estudo direcionou a maneira a ser elaborada nossa sequéncia
didatica sobre Congruéncia de Triangulos.

A secado a seguir trata das formalizacdes das definicdes e propriedades que

envolvem a Congruéncia de Triangulos.

3. 2 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS — DEFINICOES E PROPRIEDADES

Neste estudo matematico sobre Congruéncia de triangulos, nos aportamos
em Lima (1991) e Fachinni (2021). Optamos por iniciar pela nocédo de semelhanca
gue corresponde a ideia natural de ampliacdo e reducdo de uma figura, até
particularizarmos para Congruéncia de Triangulos e seus casos. Nas demais
secbes particularizaremos as definicbes e propriedades de congruéncia e
semelhanca para triangulos e poligonos, baseadas em Barbosa (1985).

Utilizaremos como notacdo AB para segmento de extremidades A e B, AB
para medida do segmento AB, o simbolo = para representar congruente e o

simbolo ~ para representar semelhante.
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Sejam F e F' figuras no plano e r um nimero real positivo.

Definicdo 1: Diz-se que F e F' sdo semelhantes, com razdo de semelhanca
r, quando existe uma correspondéncia biunivoca o: F—F’, entre os pontos de F e
0os pontos de F', com a seguinte propriedade: se X, Y sdo pontos quaisquer de

FeX' = o(X), Y = o(Y) séo seus correspondentes em F' entao
XY =r.XY.
1)

Os pontos X e X' sdo denominados pontos homélogos ou pontos
correspondentes.

Podemos dizer que duas figuras F e F' sdo semelhantes quando existe uma

transformacédo de semelhanca, que preserva a forma das figuras (Figura 2.1).

Figura 2.1 — Figuras semelhantes.

F
=

A propriedade de multiplicar as distancias pelo fator constante r, chama-se
semelhanca de razdo r entre F e F'.

Para toda transformacdo que satisfaz a igualdade (1) temos que, pontos
colineares sdo transformados em pontos colineares, as medidas de angulos e o
paralelismo de retas sao preservados. A demonstracao destes resultados pode ser
encontrada em Lima (1991).

Assim, a nogéo de semelhanca corresponde a ideia de mudanca de escala,
pois, teremos uma ampliagdo quando a razéo r satisfaz r > 1 e uma reducéo
quando 0 <r < 1.

Temos que:

1. se F é semelhante a F' com razéo r entdo F' é semelhante a F com razdo % De
fato, da Semelhanca de F e F existe uma correspondéncia biunivoca o: F— F’, tal
que X' = a(X) e Y = g(Y), para todo X, Y com,X'Y' = r.XY. Logo, existe a

funcéo inversa ¢ ~1: F'— F biunivoca, tal que X = o 1(X")eY = a7 1(Y"). Ainda,
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XY =r XY= XY XY

IR
IR

XIr

Dizemos que a semelhanca satisfaz a propriedade simétrica.

se F é semelhante a F' com razdo r e F' é semelhante a F" com razéo r'
entdo F é semelhante a F" com razéo r. r'. De fato, da semelhanca de F e F'
existe uma correspondéncia biunivoca o: F—F', tal que X' =o(X) e V' =
o(Y), para todo X, Y com, X" = ¢'(X")eY" = ¢'(Y"). Da semelhanca de F' e

F” existe uma correspondéncia biunivoca o¢: F'—>F'", tal que X" =

dX)eY" =d'(Y), para todo X', Y' comX"Y" =r".X'Y'. Logo, existe a

IR

funcdo composta o,0': F—>F" biunivoca, tal que X' =d'(c(X))eY”

d'(o(Y)). Ainda,X'Y' = r.XY e X"Y" = r'X'Y". Assim,

XY= r XY = XY =r.rXY
Dizemos que a semelhanca satisfaz a propriedade transitiva.
A figura F é semelhante a ela mesma, ou seja, g: F—»F é uma semelhanca
de razdo 1. Assim, a semelhanca satisfaz a propriedade reflexiva. Uma

semelhanca de razdo 1, chama-se_isometria, pois para quaisquer pontos X,

Y em F, a distancia de X' = g(X) a Y’ = ¢(Y) é igual a distanciade X a Y.

Definicdo 2: Quando existe uma isometria entre as figuras F e F', diz-se que
estas sdo congruentes.
Note que as definicbes das propriedades simétrica, transitiva e reflexiva ora

apresentadas, sdo as mesmas que apresentamos na secao 3.1.3 sobre Gauss.

Congruéncia de Triangulos

Definicdo 3: Diremos que dois segmentos AB e CD sdo congruentes
quando 4B = CD e que dois angulos A e B s&o congruentes se eles ttm a mesma

medida.
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Definicdo 4: Dois triangulos sdo congruentes quando for possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados

e angulos correspondentes sejam congruentes.

Podemos observar que essa definicao satisfaz a definicdo 1 parar = 1.

Assim, dois triangulos sado congruentes se for possivel mover um deles no
plano, sem deforma-lo, até fazé-lo coincidir com o outro. A Figura 2.2 mostra dois
triangulos congruentes

ABC e A'B'C’' com a correspondéncia de vértices A & A’; B < B';C « (.

Triangulos congruentes.
A

Temos entéo, que:

{ﬁzA' AC =A'C’;BC =B'C'
A=A4B=B;C="C

oo/

< ABC=A'B'C’

Desta forma, temos seis relacdes necessdarias que devem ser satisfeitas
para que dois triangulos sejam congruentes.

A congruéncia de triangulo satisfaz as propriedades reflexiva, onde um
triangulo qualquer ABC é congruente a si mesmo, simétrica, se o triangulo ABC é
congruente ao triangulo A'B'C’, entdo o triangulo A'B'C’' € congruente ao triangulo

ABC, e a transitiva, se o triangulo ABC €& congruente ao triangulo A'B'C' e o

D

triangulo A'B'C' é congruente ao triangulo A"B"C", entdo o triangulo ABC
congruente ao triangulo A"B"C".
Ao utilizar a definicAo 4 sdo necesséarias seis hipoteses para verificar a

congruéncia de dois triangulos. Utilizando os casos ou critérios de congruéncia

o))

seguir reduzimos o numero de hip6teses para trés.
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Axioma 1 (1° caso de congruéncia - LAL): Se dois lados de um triangulo e
0 angulo formado por esses dois lados forem respectivamente congruentes a dois
lados de outro triangulo e ao angulo formado por esses dois lados, entdo os dois

triangulos sdo congruentes.

Seja ABC e A'B'C' dois triangulos tais que AB = A'B",AC =A'C'e A = A,

temos que os triangulos ABC e A'B'C’' sdo congruentes pelo axioma 1.

1° caso de congruéncia - LAL.

Simbolicamente,

B=AB",,
A=A =ABC=A'B'C
AC=A'C

Teorema 1 (2° caso de congruéncia — ALA): Se dois angulos de um
triangulo e o lado compreendido entre esses dois angulos forem respectivamente
congruentes a dois angulos de outro triangulo e ao lado compreendido entre esses
dois angulos, entédo os dois triangulos sao congruentes.

Demonstragéo:
Seja ABC e A'B'C’ dois tridngulos tais queAB = A’'B",A = A’ e B = B’. Seja D um
ponto da semirreta AC tal que AD = A’C’ .
Considerando o triangulo ABD e comparando-o com o triangulo A'B'C’, como
AD = A'C", AB = A’B’e A = A’ concluimos pelo axioma 1 que ABD = A'B'C’. Como

consequéncia, tem-se que ABD = B'. Por hipétese B' = ABC, logo ABD = ABC.
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Consequentemente as semirretas BD e BC coincidem. Assim o ponto D coincide
com o ponto C e, portanto, coincidem os triangulos ABC e ABD. Como ABD
=A'B'C' entdo, ABC = A'B'C".

Ponto D da semirreta AC tal que AD = A'C’

C c
D
A 4 A < \
B B’

Seja ABC e A'B'C’ dois triangulos tais que AB = A’B’,A = A'e B = B', temos

gue os triangulos ABC e A'B'C’' sdo congruentes pelo teorema 1.

2° caso de congruéncia - ALA.

A C

Simbolicamente,

_A:A, ALA R
AB = A'B' = ABC =A'B'C
B=F

Teorema 2 (caso de congruéncia — LAAO0): Se dois triangulos possuem um
lado, um angulo adjacente e um angulo oposto a esse lado respectivamente
congruentes, entdo os dois triangulos sdo congruentes.

Demonstracao:

Sejam os triangulos ABC e A'B'C' tal que,AB = A'B",A=A'eC = ('
No triangulo ABC,
A+ B+ c=180°,

€ portanto,
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B=180°-—A-_C.
(2)

Figura 2.6 — Caso de congruéncia - LAAo.
&

Analogamente, no triangulo A'B’C’,
A"+ B+ ¢’ = 180°.

Assim,
B’ = 180° — A" — " (3)
Da hipétese,
A=A, (4)
c=27C. (5)

Assim, substituindo (4) e (5) em (3),
B'=180°—A- "

Comparando B' com B em (2), temos que:
B'=B.

Portanto,

Logo, pelo Teorema 2 os triangulos ABC e A'B'C' s&o congruentes.

Teoremas 3 (3° caso de congruéncia — LLL): Se os trés lados de um
triangulo sdo, em alguma ordem, respectivamente congruentes aos trés lados do

outro triangulo, entdo os dois triangulos séo congruentes.

Demonstracao:
Seja ABC e A'B'C’ dois triangulos tais que AB = A'B’,AC = A'C'e BC = B'C’

Vamos provar que ABC = A'B'C'.
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Para isto, construa, a partir da semirreta AB e no semiplano oposto ao que

contém o ponto C, um angulo igual ao angulo A. No lado desse angulo que no

contém o ponto B, marque um ponto D tal que AD = A'C’ e ligue D a B. Como AB =

A'B",AD = A’C’e DAB = A, entdo ABD = A'B'C’, pelo axioma 1.

Triangulos ABC, A'B'C' e ABD.
C o

Vamos agora mostrar que os triangulos ABD e ABC séo congruentes. Para

isto, trace CD. Como AD = A’C’ = AC e DB = B'C' = BC, ent&o os triangulos ADC e
BDC s&o isosceles. Segue-se que ADC = ACD e CDB = DCB. Logo, ADB = ACB.
Portanto, pelo axioma 1, ABD = ABC. Pela propriedade transitiva, ABC = A'B'C".

Seja ABC e A'B’C’ dois tridngulos tais que ABA'B’,AC = A'C'e BC = B’C’ , temos

que os triangulos ABC e A'B'C’ sdo congruentes pelo teorema 3.

3° caso de congruéncia - LLL.



Simbolicamente,

AB=A'B" |,
AC = A'C' = ABC = A'B'C".
BC = B'(C’

Assim, concluimos a apresentagdo deste produto educacional

de Congruéncia de Triangulos.

70

para o ensino
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